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PRAEFATIO 



JL/eteetis leglbus motus planetarum liepleri ingenio non defiie* 
runt subsidia ad singulorum planetarum elementa ex obseruationi- 
bus eruenda. Tyclio Brahe^ a quo astronomia practica ad fasti- 
gium antea ignotum euecta erat^ cunctos planetas per longam an- 
norum seriem sunima cura tantaque perseuerantia obseruauerat^ vt 
Keplero talis thesauri dignissimo heredi seligendi tantummodo cura 
restaret, quae ad scopum quemuis propositum facere viderentur. 
Nee mediocriter subleuabant hunc laborem motus planetarum me* 
dii summa iamdudum praecisione per obseruationes antiquissimas 
determinati. 

Astronomi, qui post Heplerum conati sunt planetarum or- 
bitas adiumento obseruationum recentiorum vel perfectiorum adhuc 
accuratiiTS dimetiri, iisdem vel adhuc maioribus subsidiis adiuti 
sunt. Neque enim amplius de elementis plane incognitis elicien- 
dis agebatur, sed nota leuiter tantum corrigenda arctioribusque li- 
mitibus circumscribenda erant. 

Principium grauitationis vniuersalis a summo Newton dete- 
ctum campum plane nouum aperuit/ legibusque iisdem, quibus 
quinque planetas regi Kepler expertus fuerat, leui tantum muta- 
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IV P R A E F A T I O 

tione facta omnia corpora coelestia necessario obsequi debere edo- 
cuit, quorum quidem motus a vi SoKs taiitum moderentur. . Scili- 
cet obseruationum testimonio fretus Hepler cuiusuis plaiietae orbi- 
tain ellipsem esse pronujiciauerat,. in qua areae circa Soleiii, focum 
alterum ellipsis occupantem^ vniformiter describantiir^ et quidem 
ita, vt tempora reuolutionum iri ellipsibus diuersis sint in ratione 
sesquialtera semiaxium maiorum. Contra Newton^ principio gra- 
vitationis vniuersalis posito, a priori deraonstrauit^ corpora omnia 
a Solis vi attractiua gubernata in sectionibus comcds moueri debere^ 
quarum quidem speciem vnam, ellipses puta, planetae nobis ex- 
hibeant^ dum species reliquae, parabolae et hyperbolae, pro aeque 
possibilibus haberi debeant, modo adsint corpora Solis vi velocitate 
debita occurrentia; Solem semper focum alterum sectionis conicae 
tenere; areas, quas corpus idem temporibus diuersis circa Solera 
describat, his temporibus proportionales, areas denique a corpo- 
ribus diuersis, temporibus aequalibus, circa Solem descriptas, esse 
ill ratione subduplicata semiparametrorum orbitarum: postrema ha- 
rum legum, in motu elliptico ciun vltima Hepleri lege identica, 
ad motum parabolicura hyperbolicumque patet, ad quos haecce ap- 
plicari nequit, reuolutionibus deficientibus. lam filum repertum, 
quo ducente labyrinthum motuum cometarum antea inaccessum in- * 
gredi licuit. Quod tain feliciter successit, vt omnium cometarum 
motibus, qui quidem accurate obseruati essent, explicandis sufifi- 
ceret vnica hypothesis, orbitas parabolas esse. Ita systema graui- 
tationis vniuersalis nouos analysi triiunphos eosque splendidissimos 
parauerat; cometaeque. vsque ad ilium* diem semper indomiti, vet 
si deuicti videbantur mox seditiosi et rebelles^ firena sibi iniici 
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PRAEFATIO V 

passi^ atque ex hostifcus hospites redditi, iter suum in [trainiti- 
bus a calculo dejitieatis prosequuti sunt, iisdem quibus plarietae le- 
gibus aeternis religiose obtemperantes. 

lam in determinandis cometarum orbitis patabolicis ex ob- 
seruationibus <lifficultates suboiiebantur lohge maiores, quam in de- 
terminandis orbitis ellipticis plaiietarum, iilde potissimum, quod 
cometae per breuius temporis- interuallum visi delectum obserua- 
tionum ad haec vel ilia imprimis conunodarum non concedebant, 
sed iis vti geometram cogebant, qiias ifors^ dbtulerat, ita vt-metlio- 
dos speciales in calculis plane tarum adhibitas- vix vmquam-m vsum 
vocare licuerit. Magims ipse Nowton, primus saeculi sui geome- 
tra, problematis difficultatem haud dissimulauit, attamen> oeu ex- 
spectari poterat, ex hoc quoque certamine victor - euasit. Multi 
post Newtorium geometrae eidem problemati operam suam nauaue*- 
runt, varia vtique fortuna, ita tamen, vt nostris temporibus pa- 
rum desiderandum relictum sit. 

Verum ehim vero non est praeteirmittenduni, in hoc quoque 
problemate peropportune difficultatem diminui per cognitionem 
vnius elementi sectionis conicae, ^quiim per ipsam suppositionem 
orbitae parabolicae, axis maior infinite magnus statuatur. Quippe 
onuies parabolae, siquidem situs negligatur, per solam maiorem mi- 
noreniue distantiam verticis a ibco inter se diflPerunt, dum sectiones 
conicae generaliter spectatae varietatem infinities niaiorem admit- 
tant. Haud equidem aderat; ratio suffidens, cur cometarum traie- 
ctoriae absoliita praecisione parabohcae praesumerentur: quinpotius 
infinite pariim probabile censeri debet, i?erum naturam vnquam 
tali suppositioni annuisse. Attamen quum constaret, phaenomena 
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VI P R A E F A T I O 

corporis coelestis in ellipsi vel hyperbola incedentis^ cuius axis maior 
permagnus sit ratione parametria prope perihelium perparum discre- 
pare a motu in parabola^ cui eadem verticis a foco distantia^, dif- 
ferentiamcjue eo leuiorem euadere, quo maior iuerit ilia ratio axis 
ad parametrum; porro quum experientia docuisset, inter motum 
obsematum motumque in orbita parabolica computatum vix vra- 
quam maiores difFerentias remanere, quam quae ipsis obseruatio- 
num erroribus (hie plerumque satis notabilibus ) tuto tribui 
poterant : astronomi apud parabolam subsist endum esse rati 
sunt. Recte sane , quum omnino deessent subsidia , e quibus^ 
nmn vllae quantaeue differentiae a parabola adsint^ satis certo colli- 
gi potuisset. Excipere oportet cometam celebrem Halleyanum, qui 
ellipsem yalde oblongam describens in reditu ad perihelium plu- 
ries obseruatus terapus periodicum nobis patefecit: tunc autem 
axi maiori inde cognito computus reliquorum elementorum vix 
pro difiiciliori habendus est, quam determinatio orbitae paraboli- 
cae. Silentio quidem praeterire non possumus, asttronomos etiam 
in nonnuUis aliis cometis per tempus aliquanto longius obserua- 
tis determinationem aberrationis a parabola tentauisse: attamen 
omnes methodi ad hunc finem propositae vel adhibitae, iimitun- 
tur suppositioni, discrepantiam a parabola hand considerabilem es- 
se, quo pacto in illis tentaminibus ipsa parabola antea iam compu-^. 
tata cognitionem approximatam singidorum elementorum (praeter 
axem maiorem vel tempus reuolutionis inde pendens) iam submit 
nistrauit, leuibus tantum mutationibus corrigendam. Praeterea fa- 
tendum est, onniia ista tentamina vix vnquam aliquid certi deci- 
dere valuisse, si forte cometam anni 1770 excipias 
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P R A E F A T I O VII 

Quaiiipriinum motum planetae noui aimo 1781 detect! cuiii 
hypothesi parabolica conciliari non posse cognitum est, astronomi 
orbitam circularem illi adaptare inchoauerunt, quod negotium per 
calculum perfacilera ac sbnplicein absoluitur. Fausta quadam fortu- 
11a orbita huius planetae mediocriter tantum excentrica erat, quo 
pacto elementa per suppositionem illam eruta saltern approxiinatio- 
nem qualemcuiique suppeditabant, cui dein deterininationem ele- 
xnentorum ellipticorum superstruere licuit, Accedebant plura alia 
peropportuna. Quippe tardus planetae motus, perparuaque orbitae 
ad planum eclipticae incliuatio non solum calculos longe simplicio- 
res reddebant, methodosque speciales aliis casibus haud accommo- 
dandas in vsum vocare concedebant, sed metum quoque dissipa- 
bant, ne planeta radiis Solis immersus postea quaeritantium curas 
eluderet, (qui metus alias, praesertim si insuper lumen minus vi- 
uidum fuisset, vtique animos turbare potuisset), quo pacto accura- 
tior orbitae determinatio tuto differri poterat, donee ex obseruatio- 
iiibus firequentioribus magisque remotis eligere liceret, quae ad 
propositum maxime commodae viderentur. 

In omnibus itaque casibus, vbi corporum coelestium orbitas 
ex obseruationibus deducere oportuit, commoda aderant quaedam 
haud spemenda, methodorum specialium appHcationem suadentia 
vel saltem permittentia, quorum commodorum potissimum id erat, 
quod per suppositiones hypotheticas cognitionera approximatam quo- 
rundam elementorum iamiam acquirere licuerat, antequam calculus 
elementorum ellipticorum susciperetur. Nihiloixdnus satis mirum 
videtur, problema generale 

Determinare orbitam corporis coelestis^ absque omni suppositione 
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VIII PRAEFATIO 

hypotheticay ex ohseruationibus tempus haud magnum complectentibus tie- 
que adeo delectum, pro applicatioiie methodorum specialium^ patient ibus 
vsque ad iiiitium luiius saeculi penitus propemoduin neglectum esse, 
vel saltern a nemiiie serio ac digne tractatuin, quiim certe theore- 
ticis propter difncultatem atque elegantiam sese commendare po- 
tuisset, etiamsi apud practices de summa eius vtilitate nonduin 
constaret. Scilicet inualuerat apud omnes opinio, impossibilem esse 
taleiu determinationem completam ex obseruationibus breuiori tem- 
poris iiiteruallo inclusis^ male sane fundata^ quum nunc quidem 
certissimo iam euictum sit, orbitam corporis coelestis ex obsepua-. 
tionibus bonis paucos tantummodo dies complectentibus absque vUa 
suppositione hyppthetica satis approximate iam determinari posse. 

Incideram in quasdam ideas, quae ad solutionem problema-5 
tb magni de quo dixi facere videbantur, mense Septembri a. 1801, 
tunc inlabore pl^e diuerso occupatus. Haud raro in tali casu^ 
ne iiimis a grata inuestigatione distrahamur, neglectas interire si-, 
nimus idearmn associationes, quae attentius examinatae vberrimos 
fructus ferre potuissent. Forsan et illis ideolis eadem fortuna in- 
stabat, nisi peropportune incidissent in tempus, quo nullum sane 
faustius ad illas conseruandas atque fouendas eligi potuisset. Scili- 
cet eodem circiter tempore rumor de planeta nouo Ian. 1 istius anni 
in specula Panormitana detecto per omnium ora volitabat, moxque 
ipsae obseruationes inde ab epocha ilia vsque ad 11 Febr. ab astro- 
nomo puaestantissimo Piazjzi institutae ad notitiam publicam per- 
uenerunt. Nullibi sane in annalibus astronomiae occasionem tarn 
grauem reperimus, vixque grauior excogitari posset, ad dignitatem 
istius problematis luculentissime ostendendam, quam tunc in tanto 
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P R A E FA T I O IX 

discriiniiie vrgenteque necessitate, vbi omnis spes, atomuin plane* 
tariani post annum fere elapsuin in coelis inter innumeras stellulas 
reiniieniencU, vnice pendebat ab orbitae cognitione satis approxi- 
mata, solis illis pauculis obseruationibus superstruenda. Vmquamne 
opportunius experiri potuissem, ecquid valeant ideolae nieae ad 
vsuin practicuin, quam si tune istis ad determinationeni orbitae Ce# 
reris vterer, qui planeta inter 4^ illos dies geocentrice arcum trium 
tantummodo graduum descripserat, et post ainium elapsuin in coeli 
plaga longissiine illinc remota indagari debebat? Prima haecce me- 
thodi applicatio facta est men^e Oct. 1801, primaque nox serejua, 
vbi planeta ad normara numerorum inde deductorum quaesitus est*), 
trarisfugam obseruationibus reddidit. Tres alii planetae noui inde 
ab illo tempore detecti, occasiones nouas suppeditauerunt^ metlko- 
di efficaciam ac generalitatem examinandi et comprobandi. 

Optabant plures astronomi, statim post reinuentionem Cere- 
ris, vt methodos ad istos calculos adhibitas public! iuris fiicerem; 
veri^m obstabant plura, quominus amicis hisce soUicitationibus tunc 
morem gererem: negotia alia, desiderium rem aliquando copiosius 
pertractandi, imprimisque expectatio, continuatam in hac disquisi- 
tione occupationem varias solutionis partes ad mains generalitatis, 
simplicitatis et elegantiae fastigium euecturam esse. Quae spesquuin 
me hand fefellerit, non esse arbitror, cur me huius morae poeni- 
teat. Method! enim ab initio adhibitae identidem tot tantasque 
mutationes passae sunt, vt inter modum, quo olim orbita Cereris 
calculata est, institutionemque in hoc opere traditam vix vlluru 

*) Dec. 7, 1801 a clar. dcf Zach. - 

4c 4t 
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X PRAEFATIO 

slinilitudiiiis vestigium renianserit, Quamquain vero a proposito 
meo alienum esset, de cuuctis his disquisitionibus pauUatim magis 
magisque perfectis narrationem completam perscribere, tamen in 
pliiribus ocoasioiiibu^, praesertim quoties de problemate quodam 
grauiori agebatur, methodos anteriores quoque haud omnino sup- 
primeiidas esse censui. Quia potius praeter problematum principa- 
lium solutiones plurima, quae in occupatione satis longa circa mo- 
tus corporum coelestium in sectionibus conicis vel propter elegan* 
tiam analyticam vel imprimis propter vsum practicum attentione 
digniora se mihi obtulerunt, in hoc opere exisequutus sum. Sem- 
per tamen vel rebus vel methodis mihi propriis maiorem curam 
dicaui^ nota leuiter tantum^ quatenusque rerum nexus postulare 
videbatur, attingens. 

Totum itaque opus in duas partes diuiditur. Li Libro pri- 
mo euoluiuitur relationes inter quantitates, a quibus motus corporum 
coelestium circa Solem secundum Hepleri leges pendet, et quidem 
in duabus primis Sectionibus relationes eae, vbi vnicus tantum lo- 
cus per se consideratur, in Sectione tertia et quarta vero eae, vbi 
plures loci inter se conteruntur. lUae continent expositionem me- 
thodorum tum vidgo vsitatarum, turn potissimum aliarum illis ni 
fallor ad vsum practicum longe praeferendarum, per quas ab ele- 
inentis cognitis ad phaenomena descenditur; hae problemata multa 
grauissima tractant, quae viam ad operationes inuersas sternunt. 
Scilicet quum ipsa phaenomena ex artificiosa intricataque quadam 
coraplicatione elementorum componantur, hanc texturae rationem 
penitius perspexisse oportet, antequam filorum explicationem ope- 
risque in elementa sua resolutionem cum spe successus suscipere li- 
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PRAEFATIO XI 

ceat. Comparaiitur itaque in Libro primo instrumenta atque sub-' 
sidia^ per quae dein in Libro altero arduum hoc negotium ipsum 
perficitur: maxima laboris pars tunc iam in eo consistit, vt ilia sub- 
sidia rite coUiganlur, ordine apto disponantur et in scopum pro- 
positum dirigantur. 

Problemata grauiora ad maximam partem per exempla ido- 
nea illustrata sunt/ semper quoties quidem licuit ab obseruationi- 
bus non fictis desumta. Ita non solum methodorum efficaciae ma- 
ior ilduci;^ conciliabitur, vsusque clarius ob oculos ponetur, sed id 
quoque cautum iri spero, vt nee minus exercitati a studio harum 
rerum deterreantur, quae procul dubio partem foecundissimam et 
pulcherrimam astronomiae theoricae constituunt. 

Scripsi Gottingae d. 28 Martii 1809. 
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LIBER PRIMVS 

RELATIONES GENERALES INTER QVANTITATES PER 
QVAS CORPORVM COELESTIVM MOTVS CIRCA SOLEM 

DEFINIVNTVR. 



SECTIO PRIMA 

Relationes ad locum simpUcem in orbiia speciantes, 

1. 

Corpomm coelestium motus in hoc opere eatenus tantum considerabimns, qua- 
tenus a Soils vi attractiua gubemantur. Excluduntnr itaque ab institutp nostro 
omnes planetae secundarii, excluduntiir perturbation es, quas primai-ii In se inui- 
cem exercent, ei^cluditur omnis motus rotatorius. Corpora mota ipsa vt puncta 
matliematica spectamus, motusque omnes ad normam legum sequentium fieri sup- 
ponimus , quae igitur pro basi onmiunf disquisitionum in lioc opere sunt habendae. 

I. Motus cuiusuis corporis coelestis perpetuo fit in codem piano, in quo si- 
mul centrum Solis est situm. 

II. Traiectoria a corpore descripta est sectio conica focum in centro Soils 
habens. 

III. Motus in ista ti'aiectoria fit ita, vt areae spatiorum in diucrsis tempo- 
rum inteiniaUis circa Soleni descriptorum hisce interuallis ipsis sint proportlonales. 
Temporibus igitur et spatils per numeros expressis, spatlum quoduls per tempus 
intra quod describitur diuisum qtiotientem inuariabilem suppedkat. 

IV. Pro cori)oribus diuersis circa Sdiem se mouentibus horum quoticntlum 
quadrata sunt in ralione inuersa parametrorum orbills' respondentium, atque aggre- 
gatorum massae Solis cum massis coi'porum motorum. 

Designando itaque per 2p parametrum orbitae, in qua corpus incedit , per ^ 
quantifatem materlae huius corporis (posila massa Solis =i), per i^ aream quam 

1 
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tempore t circa Solem describit , erit / >/ 7YT — \" numerus pro omnibus cor- 

poribus coelestibus constans. Quum igitur nihil intersit, quonam corpore ad valo- 
rem huius numeri determinandum vtamur, e motu terrae eum depromemus, cuius 
distantiam mediam a Sole pro imitate distantiarum adoptabimus: vnitas temporum 
semper nobis erit dies medius Solaris. Denotando porro per ^ rationem circumfe-' 
rentiae circuli ad diametrum^ area ellipsis integrae a terra descriptae manifesto 
erit ^^py quae igitur poni debet =ig, si pro t accipitur annus sideralis, quo 

pacto constans nostra fit = 7-—^ —. Ad valorem numericum huius constant 

tis, in sequentibus per h denotandae, explorandum, statuemus, secundum nouissi- 
mam determinationem , annum sideralem siue f= 365^2 5 63835) massam terrae sine 

azrz > . =1 0.000002819:2 , vndc prodit 

354710 

log 2^ 0,7981798684 

* Compl. logf....: ...7,4574021852 

Compl. log \/(i+^) 9j9999993878 

log * 8,25558i44i4 

i=: 0^01720209895 



2. 

Leges modo cxpositae ab iis, quas Eeplerus noster detexit, aliter non dif- 
ferunt, nisi quod in forma ad omnia sectionum conicarum genera patente exhibitae 
sunt 9 actionisque corporis moti in Solem, a qua pendet factor \/(l+/^), ratio est 
habita« Si has leges tamquam phaenomenav ex innumeris atque indubiis obseruatio- 
nibus depromta consideramus, geometria docebit, quails actio in corpora circa So- 
lem mota ab hoc exerceri debeat, vt ista phaenomena perpetuo producantur. Hoc 
modo inuenitur , SoUs actionem in corpora ambientia perinde se exerere , ac si 
vis attractiua^ cuius intensitas quadrato distantiae reciproce proportionalis esseL 
corpora versus ceirtrum Solis propelleret. Quodsi vero vice versa a suppositione 
talis vis attractiuae tamquam principio proficiscimur, phaenomena ilia vt consequen- 
tiae necessariae inde deriuantur. Hie leges tantum enarrauisse sufBciat, quarum 
nexui cum principio grauitationis hoc loco eo minus opus erit immorari, quum post 
summum Newton auctores plures hoc argumentum tractauerint, interque eos ill. 
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RELATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBXTA 8PECT ANTES. 8 

Laplace in opere perfectlssimo , Mecanique Celeste^ tali mode, vf nihil amplius 
desiderandum reliquerit 

5- 

Disquisitiones circa motus corporum coelestiimi, quatcuus fiunt in sectio- 
nibus conicis, theoriam completam huius cnruarum generis neutiquam postulant: 
quin adeo ynica aequatio generalis nobis sufBciet, cui omnia superstruantur. Et 
quidem maxime e re esse videtur, earn ipsam eligere, ad quam tam^uam aequa- 
tionem cliaracteristicam deferimur, dum curuam secundum attractionis legem de- 
-scriptam inuestigamus. Determinando scilicet quemuis corporis locum in orbita sua 
per distantias x^ y a duabus rectis in piano orbitae ductis atque in centro Solis 
i. e. in altero curuae foco sub angulis rectis se secantibus, et denotando insuper 
corporis distantiam a Sole (positiue semper accipiendam) per r, habebimus inter r 
s, y aequationem linearem r+ax + j8y=y, in qua a^ ^^ y quantitates constantcs 
expriment, et quidem y quantitatem natura sua semper positiuam. Mutando recta- 
rum, ad quas distantiae Xy y referuntur, situm per se arbitrarium, si modo sub 
angulis rectis se intersecare perseuerent, manifesto forma aequationis valorque ipsius 
y non mutabuntur^ a et ^ autem alios aliosque yalores nandscentur, patetque, si- 
tum ilium ita determinari pos^e, Tt jp euadat = o, a autem saltem non negatiua. 
Hoc modo scribendo pro a, y resp. ^^p, aequatio nostra induit formam r+ex =:p. 
Recta, ad quam tunc distantiae y referuntur, linea apsidum yocatur, p semipa^ 
rameter^ e excentricitas ; sectio conica denique ellipsis , parabolas vel hyperbolae 
nomine distinguitur, prout e vnitate minor, ynitati aequalis, yel ynitate maior est 

Ceterum facile intelligitur, situm lineae apsidum per conditiones traditas plene 
determinatum esse , ynicocasu excepto, ybi tum a tum ^ iam per se erant ^o; in 
hoc casu semper fit r:=rpy ad quascunque rectas distantiae ap, y referantur. Quo- 
niam itaque habetur ^=0, curua (quae erit circulus) secundum definitionem no- 
stram ellipsium generi annumeranda e^t^ id vero singulare habet, quod apsidum 
positio prorsus arbitraria manet, siquidem istam notionem ad hunc quoque casum 
extendere placet 

Pro distantia x iam angulum v introducamus, qui inter lineam apsidum et 
rectam a Sole ad corporis locum ductam {^radium pectorem) continetur, et quidem 
hie angulus ab ea lineae apsidum parte ybi distantiae jp sunt positiuaeincipiat, yer- 
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siisque earn regionem, quorsum motus corporis dirigltur, crescere snpponatur. 

Hoc modo fit x = rcosi', adcoque formula nostra r=r £■ , ynde protinus de- 

1 + ^ cos i/ 

riuantur conclusiones sequentcs: 

I. Pro V = o valor radii yectoris r fit minimum , puta = — ^ — : hoc pun- 

i+e 

ctum perihelium dicitur. 

n. Valoribus oppositis ipsius v respondent valores aequalcs ipsius rj quo- 
circa linea apsidum sectionem conicam in duas partes aequalcs dirimit 

in. In ellipsi r inde a -^ = cbntinuo crescit, donee valorem maximum 

— ^i— assequatur in aphelio pro i;=i8o**; post aphelium eodem modo rursus de- 
1 — 6 . 

crescit, quo ante increuerat, donee pro vzs^ZQo^ perihelium denuo attigerit Li- 

neae apsidum pars periheho hinc aphelio illinc terminata ctxis maior dicitur; hinc 

semiaxis maior^ qui etiam distantia media vocatur, fit = — E. — • distantia puncti 

i-ee 

in medio axe iacentis {ceniri ellipsis) afocoerit — ^ — = ea, denotando per a se- 

miaxem maiorem. , 

rV» Contra in parabola proprie non datur aphelium, sed r vltra omnes li- 
mites augetur, quo propius v ad +180** vel — 180*^ accedit. Pro i;=r±i8o^ valor 
ipsius r fit infinitus, quod indicat, curuam a linea apsidum a parte perihelio op- 
posita non secari. . Quare proprie quidem loquendo de axi maiore vel centro cur- 
vae sermo esse nequit^ sed secundum analyseos vsum consuetum per ampliationem 
ibrmularuih in ellipsi inuentarum axi maiori valor infinitus tribuitur, centrumque 
ia<^n dist 
^. In 

inter <'= — (i8o'-y/) et v= +( 180^-y/), denotando per ^ angulum, cuius co- 
sinus =r — . Dum enim v ad hosce limites appropinquate r in infinitum crescit; 
e ^ 

si vero pro i> alter horura limitum ipse acciperetur, valor ipsius r infinitus prodi- 
ret, quod indicat, h3rperbolam a recta ad lineam apsidum angulo 180^-'^, supra 
Tel infira inclinata omnino non secari. Pro valoribus hoc modo exclusis, puta a 
i:8o*-y/ vsque ad 180*^+^/, formula itostra ipsi r valorem aegatiiim^ assignat; re- 
cta scilicet sub tali angulo contra lineam ap»dum inclinata ipsa quidem hyperbo- 
lam non secat, si v^o ^retro produdtur in alteraiii hjrperbolae partem rndflit, quam 



curua^n distantia infinita a foco collocatur. 

hyperbola denique v inter hmites adhuc arctiores coercetur, scilicet 
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RELATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTES* 9 

a prima parte omnlno separatam versusque eum focum quern Sol occupat conuexam 
esse constat Sed in disquisitione nostra^ quae yt iam monuimus suppositioni inni- 
titur, r sumi positiue, ad hanc alteram hyperbolae partem non respiciemus, in 
qua corpus coeleste tale tantummodo incedere posset, in quod Sol vim non attra- 
ctiuaui sed secundum easdem leges repulsiuam exerceret. — Proprie itaque loquen- 
do etiam in hyperbola non datur aphelium; pro aphelii analogo id partis auersae. 
punctum quod in linea apsidum iacet, et quod respondet yaloribus </=::i8o**, r = 



^- — , haberi potent. Quodsi ad instar ellipsis yalorem expressionis — ^- — etiam 

hie, \bi negaliuus euadit, semiaxem maiorem hyperbolae dicere hibet, haec quan- 
titas puncti modo commemorati distantiam a perihelio simulque situm ei qui in el- 

lipsi locum liabct oppositum indicat. Perinde ^ — , i. e. distantia puncti inter 

1 -ee 

haec duo puncta medii (centri hyperbolae) a foco, hie obtinet yalorem negatiuum 

propter situm oppositum. 



Angulum p, qui pro parabola intra terminos — i8o^ et +i8o^, pro hyper- 
bola intra — (iSo**-^) et +(i8o**-y/) coercetur, pro ellipsi yero circulum inte- 
grum periodis perpetuo renouatis percurrit, corporis moti anomaliam veram nun- 
cuparaus. Hactenus quidem omnes fere astronomi anomaham yeram in eUipsi non 
a perihelio sed ab aphelio inchoare solebant,. contra analogiam parabolae et hyper- 
bolae, ybi aphehum non datur adeoque a perihelio incipere oportuit: nos analo- 
giam inter omnia sectionum conicarum genera restituere eo minus dubitauimus , quod 
astronomi gaUici recentissimi exemplo sue iam praeiuerunt 

Ceteruin expressionis r = E. formam saepius aliquantulum mutare * 

i+ecosv 

conuenit; imprimis notentur formae sequentes: 

r= P—. = ^-P 

1+e — aesinii'* i — ^4"2ecos4i'* 






P 



(i + ^)cosii'*+(i — e)sinii^ 



In parabola itaque habemus r=z ^ — ^j in hyperbola expressio sequens 

acosx"^ 

imprimis est commoda r = - • pcosy/ 

2 cosi (i^ + y/) cosi (i^ — y/) J 
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6. 
Progredimnr iam ad comparationem motas cum tempore. Statuendo vt in 
art 1 spatium tempore t circa Solem descriptum =1^, massam corporis moti 
^a posita mas8aSoli8=^i, habemu»g=-fc/>/pV(t+/t)- Differentiale »pat». 

autem fit =4rrd.., vnde prodit iVpV(i+/*) =/'^*'' ^^^ ^*«8^^ ^** '"^*°' 
vt pro « = o euanescat Haec integratio pro diuersis sectionum comcanim genen- 
bus diuerso modo tractari debet, quamobrem singula iam seorsim comdderabimus, 
initiumque ab ELLIPSI faciemus. 

Quum r ex *> per fractionem detenninetur , cuius denominator e duabus 
partibus constat, ante omnia hoc incommodum per introductionem quantitatis no- 
vae pro V auferemus. Ad hunc finfem statuemus tangiv\/-l=^ = tang4^, quo 
pacto formula vltima art. praec. pro r praebet 

pcost-E' -. p/'_22ii^ + _^i:^\=— £ (i— ecosi?). 

'■="X7+^)cos4</* "^V i+« »— * / * — ** 

«♦ ^^ - ^^ v/-i=^, adeoque d«/ = /^^ > ; hinc 

, rpdE ^- jy /, — ecosJ^dJS, atque integrando 

Quodsi itaque tempus atransitu per periheKum inchoamiw, vbi *'=^o, £=o adeo- 

P r 

que Const =o, habebimus, propter -^— .**> 

B-esinE^J^J^- 
a* 
la hac aequatione angulusauxiliaris £, qui anonutUa excentrica dicitur , in par- 
tibus radii eiprimi debet Manifesto autem hunc angulum in gradibus etc. retinere 
licet, si modo etiam * sin JB atque -^^^^'/^^ eodemmodo exprimanturj in mi- 

nutis secundis hae quantitates exprimentur, si per numerum 206264,67 multipli- 
cantur. MultipUcatione quanfitati. po-teHoris supersedere possumus, sistatim quan- 
titatem h in secundis expressam adhibemus, adeoque, loco valoris supra dati, sta- 
tuimus i = 3548*, 18761, cuius logaritlunus =3, 53ooo65746. — Hoc modo ex- 
pressa quanUtas Ii^±liL anonudia media vocatur, quae igilur in rationc 



tern* 



Digitized by 



GoQi 



RELATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTES. 7 

poris crescit, et quidem quotidie augmento j > qaod motus medius diur^ 

nus dicitur. Anomaliam mediam per M denotabimus. 



. In perihelio itaque anomalia vera, anomalia excentrica, et anomalia media 
sunt = o ; cr^scente dein vera , etiam excentrica et media augentur , ita tamen , vt 
excentrica minor maneat quam vera, mediaque minor qiiam excentrica, vsque ad 
aphelium, vbi omnes tres simul fiunt =i8o*j hinc ^vero vsque ad perihelium ex- 
centrica pcrpetuo est maior quam vera, mediaque mafor quam excentrica, donee 
in perihelio omnes tres fiant =36o**, sine, quod eodem- redit, omnes iterum =0. 
Generaliter vero patet, si anomaliae verae i^ respondeat excentrica E mediaque My 
verae 36o** — i> respondere excentricam 360**-— JB atque mediain 060* -M. DijQferen- 
tia inter anomaliam veram et mediam v-M aequafio centri appellatur, quae itaque 
a perihelio ad aphelium positiua, ab aphelio ad perihelium negatiua est, in peri- 
helio ipso autem et aphelio euanescit. Quum igitur v et M circulum integrum a 
o vsque ad 36o* eodem tempore percurrant, tempus reuolutionis vnius, quod et 
tempus periodicum dicitur , in diebus expressum inuenitur y diuidendo 36o* per mo- 

tum diuTnum Y ^ ^^ , vnde patet, pro corporibus diuersis circa Solem re- 
el' 
voluentibus quadrata temporum periodicorum cubis distantiarum mediarum propor- 

tionalia esse^ quatenus ipsorum massas, aut potius massarum inaequalitatem ne- 

gligere liceat. 

8, 

Eas iam inter anomalias atque radium vectorem relationes, quae imprimis 
attentione dignae sunt, colligamus, quarum deductio nemini in analysi trigonome- 
trica vel mediocriter versato difficultates obiicere poterit. Pluribus harum formula-^ 
rum concinnitas maior conciliatur, introducto pro e angulo cuius sinus est = e. 
Quo per 9? designato, habemus \^{i ^ee)z:zcos^j V^( i +^) = cos(45'-i9p)v/2, 

V/(i-^) = cos(45-+i9.)v/3, V/^il£- =tang(45^-i9p), )/{i + e) +\/{i-e)=: 

l + e 

scosl(pj V{i + e) — \/(i-e) = 2sin J^. Ecce iam relationes praecipuas inter «, 

P^ Ty ey ify v, E, M. 
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I. p = ac6S(p* 

n. r = --rP 

\ + e cos i^ 
ni. r = a{i—ecosE) 

IV. cos £f = , siue cos p =. . 

i+e cos p I — e cos E 

V. siniEsV'iCi— cos^) =smii^v/ ^^^^^-^ — sssin^vy/ ^(^~^^ ■ == 

i+^cosv p 

VI. cosi^=\/i(i+cos£) = cosii/v^— A±£ — =cosii^v^jli±iL== 

i + ecosi* p 



cosiv\/- 



a(i — e) 
Vn. tangiJE=:tang4v tang(45* — ijj) 

TTTTT -«!?—, ^sinvcosfl? rsinf^ 

VIII. wnxv =3 t . .M .,-^5-^=: — — ^ — , — ^ . - > 

p a cos y 

IX. rcosf;=ra(cos^-e) = 2acos(f ^+i9> + 45^)ct>s(4£-i9>-45'') 

XI. sini{p+E) = cosi97sinv\/ Jl = cosiysinJEj/^ 
Xil. M = JS-^8in£ 



Si perpendiculum e puncto quocunqiie ellipsis in lineam apsidum demissum 
retro producitur, "V^quedum circulo e cenlro ellipsis radio a descripto occurrat, 
inclinatio eiug radii, qui puncto intersectionis respondet, contra lineam apsidum 
(simili modo intellecta Yt supra pro anomalia vera) anomaliae excentricae aequalis 
erit, vt nuUo ncgotio ex aequ. IX. art. praec. deducitur. Porro patet, rsini^ essr. 
distantiam cuiusque puncti ellipsis a lin«a apsidum ; quae quum per aequ. VIII. fiat 
=raco5 ip sin\E, maxipia ejpt pro E b=s go"*, i. e. in centro ellipsis. Haecce di- 

stiqitia maxima, quae fit = acos q> = — ^ — 'sz^an, semiaxis iriinor B.^j)elhiuv. In 

cos^ 
foco ellipsis, i. e. pro P = go®, distantia ista manifesto fit =/?, siue semiparanic- ^ 

tro aequalis. 



Digitized by 



Google 
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lO. 

Aequationes art. 8. omnia continent, quae ad computum anomaliae excen- 
tricae et mediae e vera, vel exeentricae et verae e media requiruntur. Pro dedu- 
cenda excentrica e vera vulgo formula VII. adhlbelur; plerumque tamen praestat 
ad huni3 finem aequ. X. vti, praeserlim quoties excentricitas non nimis magna est^ 
in quo casu E per X. maiori praecisione computari potest, quam per VIL Prae- 
terea adhibita aequatione X, logarithmus sinus JB, qui in XII. requiritur, protinus 
per aequationem VIII. habetur, quern adhibita VII. e tabulis arcessere oporteret; 
si igitur in ilia metliodo hie logaritlimus etiam e tabulis desumitur, simul calculi 
recte instituti confirmatio hinc obtinetur. Huiusmodi calculi examina et comproba- 
tiones magni semper sunt aestimanda, quibus igitur consulere in omnibus metho- 
dis in hoc opere tradendis, vbi quidem commode fieri potest, assiduae nobis vbi- 
que curae erit — Ad maiorem illustrationem exemplum complete ' calculatum ad- 
iungimus. 

Data sint i;=3io'55'29''64, 9> = i4' 12' i" 87, Iogr=o,35o764oj quae- 
runtur p, a, E et M. 

log sin 9? 9,5897262 

log cosi^ 9,8162877 

9,2060139 vnde ^ cos p=: 0,1 606990 

log( i+ecosi^) 0,0647197 

log r 0,3307640 

log/7 0,3954837 

logcos^?* 9,973o448 

loga 0,4224389 

log sin ^ 9,8782740 w*) 

log\/^ 0,0323598.5 

9,8459i4i .5/1 

logsinifl? 9^0920595 

log sini ( i/—£). ...8,9379536. 5 n hinc i{p-E) =-4'' 58' 22" 94; v-J?= 
— 9°56'45*88; £=320^52' 15" 52 

*) Litera n logarithmo affixa indicate numerum cui respondet negatiuom esse. 

2 
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Porro i 

, ' fwn 't> Calculus pro log sin E per formulam VIIL^ 

loge 9,5897262 ^ 

log 206264,7... 5,3i4425i '^^"^ ^'^ i'......9>8i55543 n 

log e in sec: 4,7o4i5i3 logcos^? 9,9865224 

log sinE. 9,8000767/1 logsin-B. 9,800076771 

4,5o42278/» hinc ^sm£ insecimdi8 = 3ig32'i4=:8^52^i2'i4 
atque il[f=529*44'27''66. — Per formulam VII. calculus pro E ita se haberet: 

ii;= 1 55*27' 44^" 82 log tangiv...^ 9,6594579/1 

45"* — 499 ::;= 37' 53' 59^065 log tang (45* — iq>) ...9,8912427 

log tang \E 9;55o70o6/i 

vnde iJ5=: i6o''26'7''76 atque jB=320*52'i5''52 vt supra, 

11. 
Problema inuersum, celebre sub nomine prohlematis Kepleri, scilicet ex 
anomalia media inuenire veram atque radium vectorem , longe frequentioris vsus 
est Astronomi aequationem centri per seriem infinitam secundum sinus angulonun 
M^ qMj 5 Mete, progredientem exhibere solent, quorum sinuum coefficientes sin- 
guli et ipsi sunt series secundum potestates excentricitatis in infinitum excurrentes. 
Huic formulae pro aequatione centri, quam plures auctores euoluerunt, hie immo- 
rari eo minus necessarium duximus, quod, nostro quidem iudicio, ad vsum pra- 
cticum, praesertim si excentricitas perparua non fuerit, longe minus idonea est, 
quam methodus indirecta, quam itaque in ea forma, quae maxime commoda no- 
bis videtur, aliquanto fusius explicabimus. 

Aequatio XII, J?=:il!f+^ sin £, quae ad transcendentium genus referenda 
est solutionemque per operationes finitas directas non admittit, tentando soluenda 
est, incipiendo a valore quodam approximato ipsius £, qui per methodos idoneas 
toties repetitas corrigitur , vsque duni illi aequationi exacte satisfaciat , i. e. vel onuii 
quam tabulae sinuum permittunt praecisione, vel ea saltem, quae ad scopum pro- 
positum sufficit Quodsi hae correctiones baud temere sed per normam tutam atque 
certam instituuntur, vix vllum discrimen essentiale inter methodum talem indirectam 
atque sohitionem per series adest, niiti quod in ilia valor primus incognitae aliqua- 
tenus est arbitraritis, quod potius pro lucro habendum, quum valor apte electus 
correctiones insigniter accelerare permittat Supponamus, e esse valorem approxi- 
matum ipsius £, atque x correctiouem illi adhuc adiiciendam (in secundis expres- 
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REIiATIONES AD LOCVM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTES. 11 

sam), ita vt valor J^=: ^+x aequationi nostrae exacte satisfaciat Computetur 
eojie in secundis per logarithmos, quod dum perficitur, simul e tabulis notetur 
Tariatio ipsius log sine pro i'' variatione ipsius e^ atque' yariatio log esiae pro ra- 
riatione vnius vnitatis in numero esinei sint hae variationes sine respectu 'signo- 
rum resp. X^ fij vbi vix opus est monere, vtrumque logarithmum per aeque mul- 
tas figuras decimales expressum supponi, Quodsi iam e ad verum ipsius E valo- 
rem tam prope iam accedit, vt variationes logarithmi sinus ab e vsque ad £+^f 
variationesque logarithmi numeri ab ^sin^ vsque ad e8in(e + ap) pro vniformibus 

habere liceat, manifesto statui poterit esin(« + A:)=:esin«+L , sigrto superiori 

pro quadrante primo et quarto, inferiori pro secundo et tertio valente. Quare 

quum sit e+x =.M+e 8ia{€'\'X) , fit ar= =t- (ilf+esin^ — e), valorque ve- 

rus ipsius E sine e-^x zziM-^-e sine dL — -7-- » (ilf+e sin^— «), signis ea qua 

diximus ratione determinatis. Ceterum facile perspicitiir , esse sine respectu signi 
^:jl =:i:ecosfi, adeoque semper fJi>X^ vnde concluditur, in quadrante primo et 
vltimo iHf+^sin^ iacere inter e atque e + ^j in secundo ac tertio vero «+a: inter e 
atque Jl!f+esin^, quae regula attentionem ad signa subleuare potest Si valor sup- 
positus e nimis adhuc a vero aberrauerat , quam vt suppositionem supra traditam 
pra satis exacta habere liceret, certe per banc methodum inuenietur valor multo 
propior, quo eadem operatio iterum adlmc , pluriesue si opus videtur, repetenda 
erit Nullo vero negotio patet, si differentia valoris primi e a vero tamquam quan- 
titas ordinis primi spectetur, errorem valoris noui ad ordinem secundum referen- 
dum fore , et per operationem iteratam ad ordinem quartum , octauum etc. deprimi. 
Quo minor insuper fuerit excentricitas , eo velocius correctiones successiuae con- 
vergent 

12. 

Valor approximatus ipsius iS, a quo cakulus incipi possit, plerumque sa- 
tis obuius erit , praesertim vbi problema pro pluribus valoribus ipsius M soluendum 
^%X^ e quibus quidam iam abisoluti sunt Deficientibus omnibus aliis subsidiis id 
saltern constat, quod E inter limites M et Ml^e iacere debet (excentricitate e in 
secundis expressa, signoque superiori in quadrante primo et secimdo, inferiori in 
tertio et quarto accepto); quocirca pro valore initiali ipsius E vel M vel valor se- 
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cundum aestimationem qualemcunque auctus seu demlnutus adoptari potent Viz 
opus est monere, calculum primum, quoties a valore parum accurato inchoetur, 
anxia praedsione haud indigere, tabulasque minores quales eel. Lalande curauit, 
abtmde sufficere. Praeterea, vt ealculi commoditati consulatur, tales semper yalo- 
res pro e eligentur, quorum sinus e tabulis ipsis absque interpolatione excerpere li- 
eet; puta in minutis seu secundorum denariis completis, prout tabulae per singula 
minuta seu per siilgulos secundorum denarios progredientes adhibentur. Ceterum 
modificationes , quas haec praecepta patiuntur, si anguli secundum diuisionem no- 
vam decimalem exprimantur, quisque sponte euoluere poterit 

i5. 

Exemplum. Sit excentricitas eadem quae in exemplo art lo. il!f=: 332*2 8'54*77. 
Hie igitur est log e in secundis 4,7o4i5i3, adeoque e=:5o6oo^= i4**3'20*. Quare 
quiun hie E minor esse debeat quam My statuemus ad calculum primum e=326*, 
Tnde per tabulas minores fit 

log sin ^ 9j7^756«j muUlio pro i' 19, mdc X=o,32 

log^insec...4,7o4i5 
4,46171 n 

hinc ean€=: 28295 = 7''5l'35*. Muutio logtrithmi pro YniUte Ubulae, ^ae HiG ipse- 
4H'\'e sin e > 52437 20 cundit aequlualet, 16; vnde ^:=i,6 

Differt abe 1 22 40 = 4960". Hinc ^^ x496o'' = i24o' 

= 2o'4o". Quare valor correctus ipslus E fit =324** 37' 20* — 20' 40*=: 324* 16' 40", 
cum quo calculum secundum tabulas maiores repetemus. 

log sin^ 9,7665o58 n jl = 29,26 

log e 4,7o4i5i3 

4,4704571/* ^ = 147 

csin^=— 29543^,18 = — 8S2'23'i8 

M+esine ..324 1631,69 

Difiert ab e 8,4i. Multiplicata hac differentia per 

X 29,26 _ 

"~3y"="Yr7"75"> prodit 2 09, vnde valor denuo correctus ipsius E =z 

524''i6'3r59 — 2''o9=32Vi6'29''6o, intra o'oi exactus. 
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l4. 
Pro deriuatione anomaliae verae radiique rectoris ex anomalia excentrica 
aequationes art 8. plures mcthodos suppeditant, e quibus praestantisflimas explica- 
bimus. 

I. Secundum methodum vulgarem v per aequationem VII , atque tunc r per 
aequationem II. determinantur ; hoc modo exemplum art. praec. ita se habet^ reti- 
nendo pro p valorem in art. lo. traditum: 

1^=162'' 8' i^'yS. log e 9,3897262 

log tang i-E. 9,508219871 lo g cos v 9^84965 97 

log tang (4 5"* — i <p) ...9,8912427 9>2393859 

log tang if^ 9,6169771 » ecosp = 0, 1 755545 

4</ = i57°5o'4i*5o ^^SP o,5954837 

V = 3i5 1 23,00 log ( 1 + g cos v) . . 0,0694959 

logr 0,3259878 

n. Breuior est methodus sequens, siquidem plures loci calculandi sunt, pro 
quibus logarithmos constantes quantitatum ^a(i+e)y \/a(i— e) semel tantum 
computare oportet Ex aequationibus V et VI habetur 
siniP^r =: isiniE^a{i + e) 
cosji^^r = C08iE\/a{i — e) 
vnde iv atque logv/r expedite determinantur. Generaliter nimirum, quoties habe* 

tur P sinQ =-^, PcosQ =^, inuenitur Q per formulam tang Q =-g, atque tupc 

ji B 

P per banc P=: — . . - ^ vel per P= -pr-: priorem adhiberepraestat, quando 

sinQ est maior quam cos Q; posteriorem, quando cos Q maior est quam sinQ. 
Plerumque problemata, in quibus ad tales aequationes peruenitur (qualia in hoc 
opere frequentissime occurrent), conditionem implicant, quodP esse debet quanti- 
tas positiua; tunc dubium, vtrum Q inter oet'i8o® an inter 180^ et Z^o^ acdpere 
oporteat, sponte hinc tollitur. Si vero talis conditio non adest^ haec determinatio 
arbitrio nostro relinquitur. 

In exemplo nostro habemus g=o,2453i62, 

logsiniJB ...9,4867652 log cos 4 JS 9,9785454 n 

log\/a(i+e).,.. 0,2588095 logv/a(i — g)....o,i5oi020 
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Hino 

log sin ii>v^r... 9,7456225 \ Tnde log tang ii^= 9,616977 in 
log cosii^V'r... 0,1286454 /»/ ii/ = i57**3o'4i''5o 

log cosji^ 9,9656 5i5yi i;=3i5 1 23, 00 

Iog\/r.- 0,1629939 

log r 0,3259878 

ni. His metliodis tertiam adiiciinus, quae aeque fere expedlta est ac se- 
cunda, sed praecisione , si yltiina desideretur, isti plerumque praeferenda. Scilicet 
primo determinatur r per aequationem III, ac dein v per X. Ecce exemplum no- 
strum hoc modo tractatum: 

log^ 9,3897262 log sinJB 9,766336611 

log cos JS 9?9Q9^657 log\/{i — g cos JB)... 9,9517744 

9>299i899 9,8i45622 n 

ecosE = 0,1991544 log sin iy 9,09 20395 

log a 0,4224389 logsini(i^ — E) 8,9066017 n 

log( 1 —e cosE) . . , 9,9o35488 i(p^E) =— 4°37'35"24 

logr. ..0,3259877 ^_^ =—9 i5 6,48 

p = 3i5 1 23,02 
Ad calculum confirmandum formula VHI vel IX percommoda est, praeser- 
tim , si V et r per methodum tertiam determinatae sunt Ecce calculum : 

log — sin £....9,8627878 n log sinEy — .,...9,8145622 /» 

log cos 9? .'.V... 9,9865224 log cosi^? 9,9966567 

9,8493102/2 9,8112189/2 

log sin <? 9,8493102 n log sin i(v-hJS)... 9,81 12189 /i 

i5. 

Quum anomalia media M^ vt vidimus, per i^ et q> complete determinata 

sit, sicuti p per M et (p, patet, si omnes tres quantitates simul vt variabiles spe- 

ctentur, inter ipsarum variationes differentiales aequationem conditionalem locum 

habere debere, cuius inuestigatio hand superflua erit. Differentiando primo aequatio-- 

dE dv dflj 

nem Vn art 8, prodit — : — 77" = — : — ; differentiando perinde aequatio- 

^ ^ smxir smf^ cos^ ' ■ '^ ^ 

nemXn, fit dilf=:(i — ecosE)dE — sinEcosgfdtp. Eliminando ex his aequationi- 

bus differentialibus dJ5, obtinemus 
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,„ 8inE(i — ecosE) , /. „ sixiJS(i — ecosE) \ , 

dM^ ^-^ — dP'—[8mEco8q> + ^ ^J da 

Slav \ ^ cos<p J ^ 

due substituendo pro ain^, i — ^cosJB yalores suos ex aequatt VIII, III 

dj!f = di^— —5 dq> 

aacostp eta cos (p ^ 

siue denique, exprimendo vtrumque coefficientem per v ^t <p tantum, 

cosg?' (a + ^cosi') sini^cosQ>* 
dm = —. — : — TT" dv — 7—^ xa — da 

Vice versa considerando v tamquam Amctionem quantitatum itf, (p^ aeqiiatio hancG« 

forxnam obtinet! 

aacQScp , ,^ (2 + ^cosi')sini^ 
rr . T^ cosy ^ 

siue introducendo E pro <^ 

aa cos Q> ^ ^, €ia ^ _ ^.*,, 

di^= ^— djl!f + (2-— tf cosJB— ^^jsm£dqR 

16. 

Radius vector r per <^ et 9? vel per M ^\ (p plene nondum detenninatus est, 

sed insuper a p vel a pendet; constabit igitur eius difierentiale tribus membris. 

Per differentiationem aequationis II. art 8. nanciscimur 

dr dp ^sinp , cosfljcosi^ 
^—^—j^ • di/ -r- dq> 

T p l+«COSV 1+^COSV ^ 

dp da 
Statuendo hie = — 2 tang 9? d 9? (quod sequitur e difierentiatione aequ. I), 

exprimendoque secundum art. praec. dv per dM et dg> ^ prodit post debitas redu- 

ctiones 

dr da a . , ,^ ^ , . 
== + — tang 9? sin i^ din C0S9? cosvdy?, siue 



r 



dr=: — da + atang9?sini/d^— -acos9?cosi'd9? 

Ceterum hae formulae, sicut eae quas in art. praec. euoluimus, supposition! 
innituntur, v, 9? et iWsiue potius dv, dy?, et diHf in partibus radii exprimi. Quodsi 
igitur variationes angulorum v, 9?, ^ in secundis exprimere placet: vel eas for- 
mularum partes quae dv^ d(p aut dM implicant, per 206264,7 diuidere oportet, 
vel eas, quae continent dr^ dp aut da, per eundem numerum multiplicaic For- 
mulae igitur art prdec. , quae hoc respectu sunt homogeneae , mutatione opus non 
habebunt 
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17- 
De indagatione aequaiionis ceniri maximae pauca aclieclsse haud poenitcbit. 
Primo sponte obuium est, differenliam inter anomaliam excentricam et mediam 
maximum esse pro JB=9o**, rbi fit =:^ (in gradibus etc. exprimenda); radius ve- 
ctor in hoc puncto est =a, vnde i^ = 90° + 9?, adeoque aequatio centri tota 
=^+^9 quae tamen hie non est maximum, quoniam differentia inter i^ et £ ad- 
hue vltra q> crescere potest. Haecce differentia fit maximum pro d(i^— -E) =0 
6iue pro Av^idE^ vbi excentricitas manifesto vt constans spectanda est Qua 

suppositione quum generaliter fiat — : = — ~^y patet, in eo puncto vbi diffe- 
rentia inter p et JE maximum est, esse debere sini^ = sin£; vnde erit, per ae- 
quattVni, III, r=:acos<p, ecosE^=:i — COS97, siue cos£ = + tangiy. Perinde 
inuenitur cos V =: — tangi^^, quapropter erit *) i'=9Q*+arc, sintangi^, £=90** — 



arc sin tang i9>; hinc porro sin-E=v/(i — tang i 9?*) = 



^cosq> 



, ita vt aequatio 



cos 7^ 

centri tota in hoc puncto fiat =2 gxc siniangiq>'\'^siniq>^cosq>y parte secunda in 
gradibus etc. expressa. — In eo denique pimcto, vbi tota aequatio centri ipsa 
maximum est, fieri debet di^=d7l!f, adeoque secundum art i5, rz=za^cosq>\ hinc 



fit cosv = 



i-cos^ 



\ 



cosE:=z 



1 — y'cos^ 



1 — cos q> 



tangi^p 



e ^ e ^(i+v^cos9?) i + y^cos^? ' 

per quam formulam E vllima praecisione determinare licet InuentaJ?, erit per 



aequ. X, XII aequatio centri =2 arc sin 



sin 1 99 sin £ 



+ ^sinJ5. Expressioni ae- 



^cosq> 

quationis centri maximae per seriem secundum potestates excentricitatis progi'edien- 
tem, quani plures auctores tradiderunt, hie non immoramur. Vt exemplum habea- 
tur, conspectum triuln maxiiiiorum, quae liic coMemplati sumus, pro lunone ad- 
iungimus , vbi excentiicitas secundum elementa nouissima =0,2554996 supposita est. 



Maximum 


E 


E — M 


v — E 


v—M 


E — M 


/ // 

90 


i4° 38' 20*57 


14° 48' 11" 48 


29" 26' 32" o5 


v—E 


82 32 9 


i4 3o 54, 01 


i4 55 4i, 79 


29 26 35, 80 


v—M 


86 i4 4o 


i4 36 27,39 


i4 55 49, 57 


29 3o 16,96 



*) Ad ea maxima , qnae inter aphelium ct periheliura iacent, non opus est respicere, quum 
manifesto ab ils, quae inter perilielium et aphelium sita sunt, in signis tantum difibrant. 
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18. 

In PARABOLA anomalia excentrica, anomalia media atque motus me- 
dius fierent =0; hie igitiir istae notiones comparationi motus cum tempore inser- 
Tire nequeunt Attamen in parabola augulo auxiUari ad integrandum rrdv omnino 

ppdi^ pp dtangiv 

opus non liabemus; fit enim rrdv = -^^^^^^4" — acosii'* — 

i/!P(i + tang4i^)dtangiv, adeoque /rrdv = 4/7p(tangii^+i-tangIiV) + Const. Si 
tempus a transitu per periheliura incipere supponitur, Constans fit =oj habetnr 
itaque 

ia.nglP + \iaiigiv^= 1 

P 
per quam formulam t ex v, atque v eic t deriuare licet, simulac p et fi sunt co-- 
gnitae. Pro p inter elementa parabolica radius vector in perihelio qui est ip ex- 
hiberi , massaque ft omnino negligi solet. Vix certe vmquam possibile erit , massam 
corporis talis cuius orbita tamquam parabola computatur, determinare, reueraque 
omnes cometae per optimas recentissimasque obseruationes densitatem atque mas- 
sam tarn exiguam habere videntur, vt haec insensibilis censeri tutoque negligi possil. 

Solutio problematis, ex anomalia vera deducere tempus, multoque adlmc 
magis solutio problematis inuersi, magnopere abbreuiari potest per tabulam auxilia- 
rem, qualis in pluribus libris astronomicis reperitur. Longe vero commodissima 
est tabula Barkeriana, quae etiam operi egregio eel. Olbers {Abhandlung iiber die 
leichteste und bequemate Methode die Bahn eines Comet en zu berechnen, Wei- 
mar 1797.) annexa est Continet ea pro omnibus anomaliis veris a o vsque ad 
180" per singula 5 minuta valorem expressionis 76 tang i 1^+ 2 5 tang J v' sub nomine 
motus medii. Si itaque tempus desideratur anomaliae verae v respondens , diuidere 

iSoi 
oportebit motum medium e tabula argument© p excerptum per j — ^ quae quan- 

titas motus medius diurnus dicitur; contra si e tempore anomalia vera computan- 

1 5o Is 
da est, illud in diebus expressum per 7 — multiplicabitur, vt motus mediusprod- 

p 
eat , quo anomaliam respondentem e tabula simiere licebit. Ceterum manifesto 

valori negatiuo ipsius v motus medius tempusque idem sed negatiue sumtum respon- 

det: eadem igitur tabula anomaliis negatiuis et positiuis perinde inseruit Sipro/7 

3 
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distantia in perihelio ip:=.q vti malumus, motus medius diumus exprimitur per 

1 y vbi factor coustons iy 2812,0 £1=0,912279061, ipsiusque loganth- 

r 

mils 9,9601277069. — Inuenta anomalia v radius vector determinabitur per for- 

mulam iam supra traditam /•= . a > 

^ cos J V 



20. 
Per difierentiationem aequationis tangiv + ytangli^'':^2/itp*2, si omnes 

qnantitates v, t, p ceu variabiles tractantur, prodit 

dv , , 

2cosiv^ =2^p"M/~5/^p"Mp, siue 

dv = "^^ d/ 7— <lp 

Si vaiiationes anomaliae i^ in secundis expressae desiderantur, etiam ambaQ paries 
ipsius dv hoc modo exprimendae sunt, i. e. pro h valorem in art. 6. traditum 
3548^188 accipare oportet. Quodsi insuper prop introducatur ip:=zqy formula 

ita 86 habebit 

l^2q ^ Zlt 
dp:=i—^ — 2_ d* -7 dg 

vbi logarithmi constantes adhibendi sunt log ity^s =; 3,7005215724, logSity^^ = 
3^8766128315. 

Porro diflerentiatio aequauonis r= ■ , % suppeditat 

dr dp 

""T — ^^''^"• + tang4vdv, sine exprimendo dp per dt et dp 

dr /i SlttangiP \ ^ iy/ptangjp 

r -\p 2rry/p ')^P + 

Coefficiens ipsius dp, substituendo pro t valorem suum per p transit in 

1 3ptang4v* ptanciv* 1 / \ 

7 4:7? 4rr ==7-U+itangiv*-isinJv*-4sinlv*tangii;M 

oos v jtsini^ 

= -"^y^i coeflSdens ipsius d^ autem fit =3 — -y — . Hinc prodit dr:=icospdp 

isinv 
+ ^p dty sine introducendo q prop, 



dt 
rr 
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t9 



dr:=cospdq ^ 






dt 



Logarithmus constans hie adhibendus est logl^iziz 8,o85o664456. 



SI. 



In HYPERBOLA tp atqvLe E quantltalcs imaginariae ficrent, quales si 
auersamur, illanun loco aliae quantitates auxiliares sunt introducendae. Angulum 

cuius cosinus = — iam supra per yj designauimus, radiumque vectorem 



= — -rr — — r TT — \ — r — inuenimus. JFactores in denominatore huius 

2^cosi(i/ — y/) cos4(<^+y/) 

fractionis, cosi(v — yi) et cosiCi^+V^)? aequales fiunt pro i/=:o, secundus euane- 

scit pro yalore maximo positiuo ipsius v, primus vero pro valore maximo negatiuo. 

~ cos 4(^—1//) 

Statuendo i/ntur r-7 — : ■ \ = u , erit w = o in perilielio : crescet in infinitum* 

cosi(v+y/) ' 

dum V ad limitem sulim i8o°-y/ appro pinquat ; contra decrescet in infinitum, dum 
V ad limitem alterum — (180** — yi) regredi supponitur: quod fiet ita, vt valoribus 
<^positis ipsius v valores reciproci ipsius w, vel quod idem est valores tales quo- 
rum logarithmi oppositi sunt, respondeant 

Hie quotiens u percomraode in hyperbola vt quantitas auxiliaris adiiibetur; 
aequali fere concinnitate istius vice fungi potest angulus cuius tangens = 

tangivy^ — T — 1 quem vt analogiam cimi ellipsi sequamur, per ^F denotabimus. 

Hoc modo facile sequentes relationes inter quantitates v, r y u^ F coUiguntur^ vbi 
a = — h statuimus, ita vt 6 euadat quantitas positiua. 



I. 6 = J!} cotang'^ 



pcosyj 



i+^cosv 2cosi(v — \p) cosi(v + Y/) 

ril. UngiF^Ujigivy/ ^~l =:tang^i^tangty/=: ^^^ 

__ cos4(</ — yi) i + tang^jP , ^ „, 

IV. w= \\ , y/ = — ^ ^ \^ =tang(45''+tF) 

cosi(v+y/) 1 — tangijP ^«"6V'*^ -r» 7 



V. -i_=.(^+i.) = 



■tang: 

1 + cos y cos V 



cosF *^'"'^M^ 3cosi(i^ — y/) cos i(i^ + y/) 

Subtrahendo ab aequ. V. vtrimque 1, prodit 



i + e cos V 
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VI. ^i.Vr=.iniF^^^=^^^=siniF^Jf±M. 

Simili modo addendo vtrimque i fit 

VII. cosi.V. =.cos,Fy^^^^^~^ =eosiFv/-^^ 

Diuidendo VI per VH ad HI reueniremus; mulUplicatio producit 
Vm. r sin <> = pcotangy/ tang jP =6 tang y/ tang 1? 

= i/>cotangy/(M— — ) =i6tangy^(« ^) 

E combinatione aequatt II, V porro facile deducitur 
rX. rco8V=6(e— ~p-) =i6 (2e~«— i-) 



93. 



Per differentiationem formulae IV prodit (spectando y^ yt quantitatem con- 

stantem) -~ = i(tangi(v+y,) -^tang J(v-.y/)) dv = - ^*«^gV^ .j^. ^^.^^ 

, pr 

"" tttangw ^"» "'^^ substituendo pro r valorem ex X, 

rrd«» = Wtangy/^i«(, + -^) — i-^d« 

Integrando deinde ita, vt integrale in perihelio euanescat, fit 

frrdp. = bbtangy, (ie{u^^}—logu) = */v/p. v/(i +/«) = ktUngy/y/b.^(i +fi) 

Logarithmus hie est hyperbolicus; quodid logarithmos e syatemate Briggico vel ge- 

neraliter e systemate cuius modulus =2 adhibere placet, massaque ^ (quam pro 

corpora in hyperbola incedente haud determinabilem esse supponere possumus) ne- 

gligitur, aequatio hancce formam induit: 

J". %Ae logK = — J— 
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siue introducendo F 

jl^tangi^-— logtang(45*+iP) = -^|^ 

Si logarlthmos Briggicos adhiberi supponimus, habemus ]ogJl=r g,6377843ii3, 
log^i =: 7,8733657527 , sed praecisionem aL'quantuIum maiorem attingere licet, si 
logarithmi hyperbolici immediate applicantur. Tangentium logarithmi hyperbolici in 
pluribus tabulanim collectionibus reperiuntur, e. g. in iis quas Schulze curauit, ma- 
iorique adhuc extensione in Beni. Ursini Magno Canone Triangulorum logarithmico, 
Colon. 1624. vbi per singula 10*' progrediuntur. •— Ceterum formula XI ostendit, 
valoribus reciprocis ipsius w, siue valoribus oppositis ipsius J^ et <^ respondere va- 
lores oppositos ipsius /, quapropter partes hyperbolae aequales a perihelioque 
vtrimque aequidistantes temporibus aequalibus describentur, • 

23. 

Si pro inueniendo tempore ex anomalia vera quantitate auxiliari u vti pla- 
cuerit, huius yalpr commodissime per aequ. IV determinatur; formula dein II abs- 
que nouo calculo statim dat p per r, vel r per p. Inuenta u formula XI dabit 

quantitatem — i — , quae analoga est anomaliae mediae in ellipsi et per N denota- 
b 

bitur, vnde demanabit tempus post transitiun per perihelium elapsum. Quum pars 

. - *r ie(uu — 1) Jlr sin i^ , , ■• 

pnor ipsius N puta ^ per formulam Vm fiat =""t-: , calculus du- 
plex huius quantitatis ipsius praecisioni examinandae inseruire, aut si mauis, N 
absque u ita exhiberi potest 

xn. N= JTV^L r-iog '-'\(;-r) 

2co8i{p+i//)cosi{y — y/) ° cosi(v-fy/) 

Exemplum. Sit ^=1,2618820 siue ^=S7*35'o*, <;= iS'^Si'o', log r 
=0,0333585. Turn calculus pro Uy pj b^ Ny t ita, se habet: 

Iogcosi(v— v/) 9,9941706 \ hij^e log u 0,0491129 

l0gC0Si{p + 7f/) 9,9450577/ ^_ 1,1,97289 

^^&^ o,o333585 ^^— 1,2537928 

log2g .... o,4o2o488 

logp. 0,5746356 

log cotangy/* 0,2274244 

log 6... 0,6020600 
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iog^ ...9,4312985 

log sinp 9,5090258 

log^ 9,6377843 

Compl. log siny/ 0,2147309 

8,7951395 
Pars prima ipsius ^=0^0621069 
logw =a,o4^ii29 

N =0,0129940 

logjlit 7,8753658 J 

ilogb. 0^9030900 / 



s4. 



Calculus alter 
log (£/tt-^l) 9,4044795 

Compl. logw. 9,9508871 

logjl 9,6377843 

logie 9.7999888 

8,7931395 



log N. 8,1137429 

Differentia 6,9702758 

logf ,. 1,1434671 

/ = i3,9i448 



Si calculmn per logaritlimos hyperbolicos exsequi constitutum est, quantitate 
auxiliari F vti praestat, quae per aeqii. HI det^rminabitur, atque inde'N per XI; 
semiparameter e radio vectore, yel vicissim hie ex iUo per formuiam VIII compu- 
labitiir; pars secimda ipsius N duplici si lubet modo end potest, scilicet per for- 
muiam log hyp tang (45'' +4 /'Of etperhauc loghypcosl(i;-y/)-loghypco5i(i^+y/). 
Ceterum patet^ quantitatem JV hie vbi 2 = i in ration© i:X maiorem euadere, 
quam si logarithmi Briggici axihibeantur. Ecce exemplum nostrum hoc modo tra- 
ctatum: 



log tangly. ..9j53i8i79 

logtangjri^ ....9 , 2201009 

logtangj/^l 8,7519188 

. logip 0,1610188 

log tangF. 9,o543566 

9,i553554 
et«iKgF= o,i43oo638 

loghyptang45'+^F=ro,ii5o8666 

^N =o/)399i97a 

*og * 8,25558i4 ^ 

i^gb" 0,9030900 i 



iF=: S'lS'SS'ia 



C. log hyp cos i(«^ — y/) = o,oi34a366 
C. log hyp coBi{^v+yf) =0, 12650950 

Differ. =o,ii5o8664 

log N. 8,4759575 

Differ 7,5524914 

log / i,i45466i 

* = 15,91445 
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Ad solutionem problcinatis inuersi, e tempore anomaliam reram raditimque 

Teetorem determinare^ primo ex N =:jHb t per aequationem XI eUcienda est 
quantitas auxiliarid u vel F. Solutio hnius aequationis transscendentis tentando per- 
ficienda erit, et per artificia iis quae in art ii exposuimus analoga abbreuiari pot- 
ent Haec autem fusius explicare supersedemus : neque enim operae pretium esse 
videtur, praec^ta pro motu hyperbolico in coelis vix vmquam fortasse se oblaturo 
aequo anxie expolire ac pro motu elliptico y praetereaque omnes casus qui forte oc- 
currere possent per methodum aliam infra tradendam absoluere licebit. Postquam 
JF vel u inuenta erit, v inde per formiilam III, ac dein r vel per II vel per "VHI 
determinabitur J commodius adiuic per formulas VI et VII v et r simul eruentur; 
e formulis reliquis vna alteraue pro confirmatione calculi^ si lubet^ in Vsum vocari 
poterit 

Exempliun. Manentibus e et 6 vt in exempio praecedente, sit := 65,4 1 2 56: 
quaeruntur p et r. Vtendo logeuithmis Briggicis habemus 
log^ 1^8156598 

log Xkb'^ 6,9702768 

logJV. -8,7859356, vnde A^=:o,o6io85i4. Hinc aequationi iV=: 

jtetangF — log tang(45'*+ijP) satisfieri inuenitur per -P=:25**94'27''66^ vnde fit 
per formuiam III 

log tang i -P. 9,355oi2(> 

log tang jy 9,5318179 

logtangiv 9^8211941 adeoque ii'=35"3i'29*89 atque i'=:67**a'59''78. Hinc 

porro habetur 

C.logcos i(^+y/)..^.c>,2i57476 j ^^,^^_ 0,1992279 

C.logcosKv-y.)...o,oi45i97J lostang(46^+4n...o,i99228o 

log-^ 9.97^5868 

log r. o^2oo854x 

Si aequatio IV ita difierentiatur , yt u^ i^, if/ simul vt variabiles tractentur, 
prodit 



-^ . .^ 
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du sin^di^-l-sini^dy/ r tang 7// rsini^ 

""i^ ^"" 3oo8 4(v-^y/)co8i(v+*^) ~ p ^'^' pcosy/ ^ 

Differentiando perinde aequationem XI ^ inter variationes differentiales qu^^ 
titatum u, y/j N emergit relatio 

-^— = (4e(i + ) )dw+-^^ ^ a^ diA/, sine 

'~i]V r . . rsinv 

— ; — = "T — dtt+-7 dw 

Hinc eliminando du adiumento a/equatJonis praecedentis obtinenius 
dJV rr / r\ rsinv , 

jlrr y^r p) cosy/ ^ 

/rr \ ^/ ^"^V 

28. ^ 

Differentiando aequationem X, omnibus r, 6^ -^, u pro variabilibus habitis, 

sint^ 
substituendo Aezn ^ dy/, eliminandoque du adiumento aequationis inter d^^ 

di/, dy/ in art. praec. traditae, prodit 
r ,, bbeCuu — 1) 
b ^ 2Aur 

+ 3 cosy/* j("+:^)«ny.— («— ;^)fiini.} dy/ 
Coefficiens ipMUS dN per aeqp. VIII transit in -j-: — — ; coefficiens ipsius dy/ au- 

tem, substituendo i>er aequ. IV, w(siny/ — sinp) =sin(y/ — i'), — (siny/+sinv) = 

. , 5sinT//cosv pcosv 

£m(y^+p\ mutatur im ^* — = : — : , ita vt nabeatur 

^^ ' ^' cosyr smy/ ' 

r Jsini^ ^^^ peosi^ , 

dr =-T-d6+ , . ^ dN+'^. di^ 

A ismy/ ^ smy/ ^ 

JV iV 

Quatenus porro N vt functio Ipsarum b et f spectatur, fit d-Ar=: — d^ — l.-T"d&, 

quo valore substitute, dr, ac perinde in art praec. dv, per d/, d6, dy/ expres- 
Aae habebuntur. Ceterum quod supra monuimus etiam hie repetendum est, scilicet 
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si angulomm v et rp variatlones non in partibus radii sed in secundis expressae 
concipiantui^ , vel omnes terminos qui dv^ dy^ continent per ao6s64^7 diuidi, vel 
onmes reliquos per hunc numerum multiplicari debere* 



29- 
Qumn quantitates anxiliares in ellipsi adhibitae q>y J5, My in hyperbola va- 
lores imaginarios obtineant, baud abs re erit, horum nexum cum quantitatibus rea- 
libus, quibus hie vsi smnus, inuestigare: apponimus itaque relationes praecipuas, 
vbi quantitatem imaginariam \/ — i per i denotamus. 

sin g? = e = — 

^ cosy/ 

tang(45^— iy)=^- '^~J = ;y/-i=l- = itangiy/ 

i 

tang^ = 4cotang(45 — iqi) — itang(45*' — i(p) =: — 



smy/ 
cosq> =itangy/ 

9> =9o®+iIog(8in9?+£co8 9>) = 90^ — ilogtang (45*+4y/) 
tangi£ =itangti^=: ^^^^ ^' 

1 

-^^j-^=icotangiJB + itangiJS = -.-icotang-P siue 

i{uu — 1) 



sinJS = itang-P = 

7. 1 j-^^^i J? 

sin-F 



2U 

cotE=:ico\axkgiE — 4tangiJS=: ^/^ siue 

i{uu — 1) 



tang£=i3in-P = 

COSjS 



1 uu-^i 



cosF 2u 

iE == log (cos J5+ i sin E) = log siue 

JS =ilogw = ilog(45°+iP) 

Logarithmi in his formulis sunt hyperbolici. 
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So. 
Quum oinnes quos e tabulis logoritlimicis et trigonometric^ depromimus nu- 
meri praecisionem absolutam non admitlant, sed ad certum tantummodo gradum 
sint approximati y ex omnibus calculis illarum adiumento perfectis proxime tantiim 
vera resnltare possimt In plerisque quidem casibns tabulae vulgares ad septimam 
figuram decimalem Tsque exactae, i. e. vltra dimidiam vnitatem in figura septima 
cxcessu seu defectu numquam aberrantes a vero , praecisionem plus quam . suflBcien- 
tem suppeditant, ita vt errores ineuitabiles nullius plane sint momenti: nihilomi- 
nus vtique fieri potest, vt errores tabularum in casibus specialibus effectum suum 
exserant augmentatione tanta, vt methodum alias optimam plane abdicare aliamque 
ei substituere cogamur. Huiusmodi casus in iis quoque calculis, quos hactenus ex- 
plicauimus, occiurrere potest; quamobrem ab instituto nostro baud alienum ^ erit, 
disquisitiones quasdam circa gradum praecisionis , quam tabulae vulgares in illis 
permittunt, hie instituere. Etsi vero ad hoc argumentum calculatori practico gra- 
vissimum exhauriendum hie non sit locus, inuestigationem eo perducemus, vt ad 
propositum nostrum sufficiat, et a quolibet, cuius interest, vlterius expoliri et ad 
quasuis alias operationes extendi possit. 

3i. 

Qiulibet logarithmus, sinus, tangens etc. (aut generaliter quaelibet quanti- 
tas irrationalis e tabulis excerpta) errori obnoxius est^ qui ad dimidfam vnitatem 
in figura vltima ascendere potest: designabimus hunc erroris limitem per o, qui 
itaque in tabulis vulgaribus fit = o,ooooooo5. Quodsi logarithmus etc. e tabulis 
immediate desumi non potuit, sed per interpolationem erui debuit, error duplici 
caussa aliquantulum adhuc maior esse potest Primo enim pro parte proportionaU, 
quoties (figuram vltimam tamquam vnitatem spectando) non est integer, adoptari 
solet integer proxime maior vel minor: hac ratione errorem tantum non vsque ad 
duplum augeri posse facile perspicitur. Ad banc vero erroris augmentationem omnino 
hie non respicimus, quum nihil obstet, quominus vnam alteramue figuram decima- 
lem parti illi proportiouali aflSgamus, nulloque negotiopateat, logarithmum interpo- 
latum, si pars proportionalis absolute exacta esset^ errori maiori obnoxium non 
esse quam logarithmos in tabulis immediate expressos, quatenus quidem horum va- 
riationes tamquam vniformes considerare liceat. Erroris augmentatip altera inde 
nascitur, quod suppositio ista omni rigore non est vera: sed hanq quoque negligi- 



Digitized by 



Google 



EELATIONES AD LOCVM SJMPLICBM IN ORBITA SPECTANTES. 127 

mus; quoniam eflfectus differentiarum secnndamm altiorumque in omnibus prope-- 
modum casibus nullius plane momenti est (praesertim si pro quantitatibus trigono- 
metricis tabulae excellentissimae ' quas Taylor curauit adhibentur ) , facilique negotio 
ipsius ratio haberi possit, Tbi forte pauUo maior euaderet Statuemus itaque pro 
omnibus casibus tabularum errorcm maximum ineuitabilem =6), siquidem argument 
tum (i. e. Humerus cuius logarithmus, seu angulus cuius sinus etc. quaeritur) prae- ' 
cisione absoluta habetur. Si vero argumentum ipsum proxime tantum innotuit, er- 
rorique maximo, cui obnoxium esse potest, respondere supponitur logarithmi etc. 
yariatio a/ (quam per rationem differentialium definire licet), error maximus loga- 
rithmi per tabulas computati ysque ad cj + g/ ascendere potest 

Vice versa, si adiumento tabularum argumentum logarithmo dato respon* 
dens Gomputatur, error maximus ei eius variationi aequalis est, quae respondetva- 
riationi o in logaritluno, si hie exacte datur, vel quae respondet variationi loga- 
rithmi €j + o\ si logarithmus ipse vsque ad 0/ erroneus esse potefiPt. Vix opus erit 
monere, co et cj' eodem signo affici debere. 

Si plures quantitates intra certos tantum limites exactae adduntur, aggregati 
error maximus aequalis erit aggregato singulorum errorum maximorum, iisdem si- 
gnis affectorumj quare etiam in subtractione quantitatum proxime exactarum diffe- 
rentiae error maximus summae errorum singulorum maximorum aequalis erit. In 
multiplicatione vel diuisione quantitatis non absolute exactae error maximus in ea- 
dem ratione augetur vel diminuitur vt quantitas ipsa. 

32. 

Progrcdimur iam ad appllcationem horum piincipiorum ad vtilissimas ope- 
rationum supra explicatarum* 

I. Adliibendo ad computum anomaliae verae ex anomalia excentrica in motu 
elliptico formulam Vn art. 8, si 9? et £ exacte haberi supponimtur, in log tang (45'^-i^) 
et log tang i J? comipitti potest error cy, adeoque in differ^tia = log tang J i/ error 

20; error maximus itaque m determinatione anguli iv erit -rj — IirZl — = 

5 61 sin V . 

-^ , designante A modulum logarithmorum ad hunc calculum adhibitorum. 

Error itaque, cui anomalia vera p obnoxia est, in secundis expressus fit = 
Scjsinv 

jj 2o6a65 = o''o7i2 sini', si logarithmi Briggici ad septem figuras decimales ad- 
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hibentur, ita vt .semper intra 0*07 de yalore ipsius v certi esse possimns :. si tabulae mi- 

nores ad quinque tantum figuras adhibentur, error ysque ad y'la ascendere posset 

n. Si e cos jE adiumento logaritliinorum computatur, error committi potest 

, 3o>eco8E ., . . , • . 

vsque ad -z ; eidem itaque erron obnoxia ent quantita^ 1 — ecosE siue 

r 
. In computando ergo logaritbmo liuius quantitatis error vsque ad (i-i-(¥)<(i 

, , • , ^ . SecosE 
ascendere potest, designando per d quantitatem - — positiue smntam: ad 

M. ^"^" %f COS JCf 

eundem limitem {i + S)€J ascendit error in logr possibilis, siquidem log a exacle 

datus supponitur. Quoties excentricitas parua est, quantitas S arctis semper limiti- 

bus coercetur: quando vero e parum differt ab 1, 1 — ecosE perparua manet, quam- 

diu E parua est; tunc igitur ^ ad magnitudinem baud contemnendam increscere 

potest, quocirca in hoc casu formula III art 8. minus idonea esset Quantitas S 

. . S(a — r) 3e(cosv+^) 
ita etiam expnnu potest = ;; -, quae formula adhuc clarius 

ostendit, quando errorem [i + S)o contemnere liceat 

III. Adhibendo' formulam X art. 8. ad computum andmaliae yerae ex ex- 

centrica, logv/- — obnoxius erit errori (4 + icJ)c?, adeoque log sin J 9? sin J? y/ 

huic {i+iS)o)'j liinc error maximus in determinaticme anguli v — E yelv possibi- 

lis eruitur =-t— (7 +<J) tangiCi' — JB), siue in secundis expressus, si septem figu- 

rae decimales adhibentur , = (o" 1 66 + o^oa 4 S) tang i(v — E). Quoties excentricitas 
modica est, S et tang^(i' — E) quantitates paruae erunt, quapropter haec metho- 
dus praecisionem maiorem permittet, quam ea quam in I contemplati sumus : haecce 
contra methodus tunc praeferenda erit, quando excentricitas yalde magna est pro- 
peque ad ynitatem accedit, vbi S et tangi(v — E) yalores yalde considerabiles 
nancisci possunt Per formulas nostras, ytra methodus alteri praeferenda sit, fa- 
cile semper decidi poterit. 

rV". In determinatione anomaUae mediae ex excentrica per jTormulam XII 
art 8. error quantitatis esinEy adiumento logarithmorum computatae , adeoque etfam 

. . ,. ,>^ ^ ScoesinE , . . ,. 

ipsms anomabae My ysque ad — = — ^ ascendere potest, qui erroris Lmes si 

in secundis expressus desideratur per 206265*' est multiplicandus. Hinc facile con- 
cluditur, in problemate inuerso, vbi E ex M tentando determinatur., jB'quantitate 
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^9 



dE ^ ^^„ SoeasinE ^ ^^, ' • 
• -y-^. 206265 = — — « .206265 erroneam esse posse, eto 

aequationi E — e miE:=iM onmi quam tabulae permittont praecisione satisfactum 

fuerit. 

Anomalia vera itaque e media computata daabus rationibus erronea esse 

potest, siquidem mediam tamquam exacts datam consideramus, primo propter err 

rorem in computo ipsius i^ ex E commissum, qui vt vidimus leuis semper momenti 

est J secundo ideo quod valor anomaliae excentricae ipse iam erroneus esse potuit. 

Effectus rationis posterioris definietur per productum erroris in E commissi per 

di^ ^ ScjesinE dp _ ^^„ Soeasmu 

, p y quod productum fit =: -j 



206265" = ■ 



, 206265" 



• dM •— — — 2t 

/ ^sini^+l^esin2(^ \ ^ . ^ ,_ ., 

= I ~ — ^ j o 0712, 81 septem ngurae adnibentur. Hic error, pro va-r 

loribus paruis ipsius e semper fiiodicus, permagnus euadere potest, quotjtss tf ab 
vnitate parum diflfert, vti tabella sequens ostendit, quae pro quibusdam valoribus 
ipsius e valorem maximum illius expressionis exhibet. 



0,90 

0,92 
0,93 



>r mazimaa 


e 


o'43 


0,94 


o,48 


0,96 


0,54 


0,96 


0,6a 


o>97 



error maximus 


e 


o*75 


0,98 


o,»9 


0.99 


1,12 


0,999 


i)5o 





error maximaa 

2"28 

4,59 J 

46,23 



V. In motu byperbolico, si v per formulam III art 21 exF et 7f/ exacte 

3fi> sin i^ 
notis determinatur, error vsque ad j •206265" ascendere potest; si vero per 

(tt — i)tangiy/ 
fommlam tangii^=: —7- '— computatur^ z^ et '^ exacte notis, errons 

limes triente maior erit, puta = — —z .206265* ssro^ogsini^ pro septem figuris. 

Alt 

VI. Si per formulam XI art 22 quajatitas — r- =:iV adiumento logarithmo- 

rum Briggicorum computatur^ e et u vel e et F tamquam exacte notas supponen- 



do, pars prima obnoxia erit errori 



5{uu — \)eG} 



Xe{u — i)(i^+i) 



2£^ 



, si computata est in forma 



uu 



y vel errori 



2 u 



, si computata est in forma ijleu 
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2e 
— ^ , Tel eiTori SewtaxLgFy si computata est in forma AeiangFy siquidem er- 

rorem in logjl yel log^Jl commissum contemnimus. In casu primo error etiam per 

5eG>taxigFy in secundo per ^ exprimi potest, ynde patet^ in casu tertio er- 

cos x^ 

icorem omnium semper minimum esse^ in primo autem vel secundo maior erit, 
prout w aut — >3 vel O, siue prout ±.F >36'5a' vel <36°5a'. — Pars se- 
cunda ipsius N autem semper pbnoxia erit errori ^. 



Vn. Vice versa patet, si u relF exN tentando eruatur, u obnoxiam fore 
errori (i +.5^6) tang F) -r-^nr-, vel huic (i+ "p") " an > P^out membrum pri- 

mum in Talore ipsius N vel in factores vel in partes resolutum adhibeatur j F au- 

dF 
tem errori huic (i+iS^otangF) ■ , ^ ■. Signa superiora post perihelium , inferiora 

.. .. ■ ^ , . , du , dF , ,. . dv 

aijte pennelium valent. Quodsi hie pro , ^ vel pro "yj^ subsutmtur ^^^ , 

emerget efibctus huius elroris in determinationem ipsius p, qui igitur erit 



66tangy/ (iih.5 ^tangi^)fi> 
Jlrr- 



aut 



&6tang^(i + 5g8ecJ^)fii 
2rr 



^, si quantitas auxiliaris 



u adhibita est; contra, si adhibita est jP, ille effectus fit r= 
bbiBXigrf /{i +5etan gF)a) o t (i + ^cosv)* 3^8inv(i +^cosi^) I 



Jirr 



X \ tang^' 



tang-^* 



Adiicere oportet factorem 206265", si error in secundis exprimendus est Manife- 
sto hie error tunc tantum considerabilis euadere potest, quando '^ est angulus par- 
vus, siue e pauUo maior quam ij ecce valores maximos huius tertiae expressionis 
pro quibusdam valoribus ipsius ^, si septem figurae decimales adhibentur: 



e 


error maximu* 


1,3 


o'34 


1,3 


0,54 


»,1 


i,3i 


i,o5 


5,o3 


1,01 


34,4i 


1,001 


io64,65 
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Huic errori ex erroneo valore ipsius jP vel u orto adiicere oportet errorem in V 
deteiminatum , yt incertitudo totalis ipsius v habeatur. 

Vni. Si aequatio XI art 22. adiumento logarithmorum hyperbolicorum sol- 
Yitur, F pro quantitate auxiliari adhibita, effectus erroris in hac operatione possi- 
bilis in tleterminationem ipsius v per similia ratiocinia inuenitur := 

( 1 +^cosv)*fii' 5^sini'(i + e cos v) 

tangy/' -^ A tang y/^ 

vbi per incertitudinem maximam in tabulis logarithmorum hyperbolicorum desi- 
gnamus. Pars secunda huius expressionis idenlica est cum parte secunda expres- 
sidnis in VII traditae, prima vero in ratione kco icd minor quam prima in ilia ex- 
pressione, i. e. in ratione i:23, si tabulam Yrsini ad octo vbique figuras exactam 
sine <i>';=:o,oooooooo5 supponere liceret. 



33. 

In iis igitur sectipnibus conids, quarum excentricitas ab i/pitate parum dif- 
fert, i. e. in ellipsibus et hyperbolis, quae ad parabolam proximo accedunt, me- 
thodi supra expositae turn pro determinatione anomaliae verae e tempore, tum pro 
determinatione temporis ex anomalia vera *), omnem quae desiderari posset praeci- 
sionem non patkmtur: quin adeo errores ineuitabiles , crescentes dum orbita magis 
ad parabolae similitudinem yergit, tandem omnes limites egrederentur. Tabulae 
maiores ad plures quam septem figuras constructa^ banc incertitudinem diminuerent 
quidem, sed iion toUerent, nee impedirent, quominus omnes limites superaret, si- 
mulac orbita ad parabolam nimis prope accederet. Praeterea methodi supra tradi- 
tae in hocce casu satis molestae fiunt, quoniam pars earum indirecta tentamina sae- 
pius repetita requirit: cuius incommodi taedium vel grauius est^ si tabulis maiori- 
bus operamur. Haud sane igitiur superfluum erit, methodum peculiarem excolere, 
per quam in hoc casu incertitudinem illam euitare, soloque tabularum vulgaiium 
adminiculo praecisionem sufficientem assequi liceat 

• *) Quoniam tempns implicat factorem a' vel b^ ^ crvov in 3f vel N commisflus eo magis au- 

P P 

getur^ quo maior fucrit a= ^_ ~> vel ^=" ee— i • 
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34, 
Methodus vulgaris, per quam istis inconunodis remedium €ifierri solet, se- 
quentibus principiis innititur. Respondeat in ellipsi vel hyperbola, cuius excentri- 

citas ey semiparameter /> adooque distantia in perilielio = — -j — =?> temporipost 

perihelium t anomalia vera v; respondeat porro eidem tempori in parabola, cuius 
semiparameter =^25^, sine distantia in perihelio :=q^ anomalia vera tp, massa jlc 
vel vtrimque neglecta vel vtrimque aequali supposita. Tunc patet haberi 

{i+ecosvf 'J (i+cosii.)* = yP'V^9 
integralibus a v=o et w:=zo incipientibus, sine 



^ (1 + 



(i+^)*di> _ p ad 



i4f 



-^co8i^)*V/a -^ (i + cosi<^)* 

1 — e 
Designando ■ , per «, tang^p per tf, integrate prius inuenitur = 

\/(i+«)Y^+i<?'(i— 2cr)— 4<?'(3a— 3aa)+^tf^(5€ra— 4a')— etc.J 

posterius i=: tang iii^ + ^ tang i«^'. Ex hac aequatione facile est determinare uf per 
a et i', atque v per a et <^, adiumento serierum infinitarum: pro a si magis pla- 

cct introduci potest i — e*t=: — z=zS. Quum manifesto ptx> a = o vel (J=:o 

fiat P'=-w^ hae series sequentem formam habebunt: 

i^ = <^ + <Ji^' + <J^ ^"4- ^' v*"+ etc. 

p = u^+cJ«''+^cJf^*+ J'i^*'+etc. 
vbi Vy P ^ p*" etc. erunt functiones ipsius v, atque ip\ </, w" etc. functiones ipsius w, 
Quoties S est quantitas perparua, hae series celeriter conuergent, paucique termini 
sufficient ad determinandum iP ex Py vel p ex iP. Ex tP inuenitur f, vel tp ex t 
eo quern supra pro motu parabolico explicauimus modo. 

35. 

Expressiones analyticas trium coefficientium primorum seriei secundae u^\i4/'y ip" 
Bessel noster euoluit, simulque pro valoribus numericis duorum primorum ip\ ip 
tabulam ad singulos argument! w gradus constructam addidit (Von Zach Monatliche 
Correspondenz^ vol. XII. p. 197. )• Pr^ coefficiente primo ip' tabula iam ante ha- 
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bebatur a Simpson computata, quae operi clar. Olbers supra laudato annexa est. 
In plerisque casibus hacce methodo adiumento tabulae Besselianae anoinaliam ve- 
ram e tempore praecisione sufficiente determinare licet: quod adhuc desiderandum 
relinquitur, ad haecce fere momenta reducitur: 

I. In problemate inuerso, temporis puta ex anomalia vera determinatione 
ad methodum quasi indirectam confugere atque a? ex v tentando deriuare ojjortet 
Cui incommodo vt obueniretur, series prior eodem modo tractata esse deberet ac 
secunda: et quum facile perspiciatur , — i/ ^sse eandera fimctionem ipsius v, qua- 
lis id/ est ^sius t^, ita vt tabula pro w' signo tanlum mutato pro i/ inseruire pos- 
sit, nifiil iam requireretur nisi tabula pro v\ quo vtrumque problema aequali prae- 
cisione soluere liceat. 

11. Interdum vtique occurrere possunt casus, vbi excentricitas ab vnitale 
parum quidem diBPert, ita vt methodi generales supra expositae praecisionem baud 
sufficientem dare videantur, nimis tamen etiamnum, quam vt in methodo peculiari 
modo adumbrata eflfectum potestatis tertiae ipsius S altiorumque tuto x:ontemnere li- 
ceat. In motu imprimis hyperbolico eiusmodi casus sunt possibiles, vbi, sine illas 
methodis adoptes sine banc, errorem plurium secundorum euitare non possis, si- 
quidem tabulis vulgaribus tantum ad septem figuras constructis vtaris. Etiamsi vero 
huiusmodi casus in praxi raro oceurrant, aliquid certe deesse videri posset, si in 
omnibus casibus anomaliam veram intra o^i aut saltem o'a determinare non liceret, 
nisi tabulae maiores consulerentur, quas tamen ad libros rariores referendas esse 
constat Haud igitur prorsus superfluam visum iri speramus expositionem methodi 
peculiaris, qua iamdudum vsi sumus, quaeque eo etiam nomine se commendabit, 
quod ad excentricitates ab vnitate parum diuersas haud limitata est, sed hocce sal- 
tem respectu applicationem generalem patitur. 

.36. 

' Antequam hanc methodum expofaere aggrediamur, obseruare conueniet, in- 

certitudinem methodorum generalium supra tradrtarum in orbitis ad parabolae «imi- 

litudtnem vergentibus sponte desinere, simulac E yel F ad magnitudinem conside- 

rabilem increuerint, quod quidem in magnis demum a Sole distantiis fiet. Quod 

vt ostehdamus , errorem maximimi in ellipsi possibilem , quem in art, 32, IV in- 

Soeasinp ^ ^ „ 5w<?v/(i — ee).BmE ^ ^^^ 

vemmus r- .206265 ita exhibemus rz 7771 .206260 , vnde 

^r 2,\i — ecosJb) 

5 
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sponte patet| errorem arctis semper limitibus drcumscriptum esse, simulac E ya- 
lorem considerabilem acquisiuerit , sine simulac cos J? ab mitate magis recesserit, 
quantumuis magna sit ezcentricitas. Quod adhnc luculentius apparebit per tabulam 
sequentem, in qua valorem numericum maximum istius formulae pro quibusdam 
Taloribus determinatis computauimus (pro septem figuris decimalibus): 



E =10^ 
20 
So 
4o 
5o 
60 



error maximus =:5''o4 
0,76 
' 0,34 
0,19 
0,12 
0,08 



Siinili modo re^ se habet in hyperbola, vt statim apparet, si ^xpressio in art 32. 

^^„ , , ^ . ©cosF(cosF+3^sinjP)v/(e^^ — 1) ^ ^_ 
A^n eruta sub banc formam pomtur ^ — r? ETxi ■■ 206265 , 

Valores maxiraos huius expressionis pro quibusdam valoribus determinatis ipsius P 
tabula sequens exbibet: 



p 


u . 


etror mazimiu 


lO* 


»,»93 


0,859 


8'66 


so 


1,43a 


0,700 


1,38 


3o 


1,73a 


0,577 


0,47 


4o 


2,i44 


o,466 


0,22 


5o 


a,747 


o,364 


o,n 


60 


3,73a 


0,268 


0,06 


70 


5,671 


0,176 


0,02 



Quoties itaque E vel F vltra 4o® vel 5o* egreditur (qui tamen casus in orbitis a 
parabola parum discrepantibus hand facile occurret, quum corpora coelestia in ta- 
Jibus orbitis incedentia in tantis a Sole distantiis oculis nostris plerumque se subdu- 
cant), nulla aderit ratio, cur methodum generalem deseramus. Ceterum in tali 
casu etiam series de quibus in art 34. egimus nimis lente conuergerent : neutiquam 
igitur pro defectu methodi nunc explicandae haberi potest, quod iis imprimis cajd^ 
bus adaptata est^ vbi E vel F yltra valores modicos nondum excreuit 
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57. 

Resumamus in motu elliptico aequationem inter anomaliam excentricam et tempus 

a* 

vbi E in partibos tadii expressam supponiitLus. Factorem ^(i +/4) abhinc omitte- 
mus; si vmquam casus occurreret, vbi eius rationem habere in potestate operae- 
que pretium asset, signum / non tempus ipsum post perihelium, sed hoc tempos 
per \/(i+^) multiplicatum exprimere deberet. Designamus porro pfer g distantiam 
inperihelio, et pro -Bet sin JSintroducimus quantitates JE — sinj^et JE — tV(-B — sinJB)=: 
-/^E+T^ sinE: rationem cur has potissimum eligamus lector attentus ex sequenti- 
bus sponte deprehendet Hoc modo aequatio nostra formam sequentem induit: 

(1 — ^)(VWiS+A8ini5)+(x^, + A^) (£— sin£) =n(^^-^ 

Quatenus E vt quantitas parua ordim's primi spectatur, crit ^^E+^^sinE =J5— 
•fyE^+r-is^E* — etc. quantitas ordinis primi 9 contra JS— sinJS sr^JB' — Ti^-B* + 
y-^^-^E'^"^ etc. quantitas ordinis tertii. Statuendo itaque 
6(JS— sinJS) _ , . A^ + rVsiniS _ 
-/zE+T'j^smE — *^^ 2\/j4 —^ 

crit4-^=JB* — tV-^* — T^jsE* — etc. quantitas ordinis secundi, atque i? = 
1+7777^^ — etc. ab vnitate quantitate quarti ordinis diuersa. Aequatio nostra 
autem hinc fit 

B (5i(i-^)^'+tV(i + 9^)-^*) = ht (^1^^^.. ..; [1] 

Per tabulas vulgares trigonometricas V^JB+T^sin J5 quidem praecisione sufficiente 
calculari potest, non tamen E — sinJE?, quotiesJB est angulus paruus: hacce igitur 
yia quantitates A et B satis exacte determinare non liceret Huic autem difficultati 
remedium afferret tabula peculiaris, ex qua cum argumento E aut ipsum ^ aut lo- 
garithmum ipsius B excerpere possemus: subsidia ad constructionem talis tabulae 
necessaria cuique in analysi yel mediocriter yersato facile se ofierent Adjumen* 
to ^equationis 

gJB+sin-B 



20 B 



=.S/A 



. etiam \/A^ atque hinc t per formulam [i] omni quae desiderari potest praecisione 
determinare liceret. 
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Ecce specimen talis tabulae , quod saltern lentam augmentationem ipsius 
log j8 manifestabit : superfluum esset, banc tabulam maiori extensione elaborare, 
infra enim tabulas formae multo commodioris descripturi sumus: 



^ 


log 5 


E 


log 5 


E 


.log-B 


o" 


0,0000000 


25° 


0,0000168 


5o» 


0,0002675 


5 


00 


3o 


0349 


■55 


3910 


lO 


o4 


35 


o645 


60 


55a6 


i5 


aa 


4o 


1099 






20 


69 


45 


1758 







38. 

Hand inutile erit, ea quae in art praec. sunt tradita exempio illustrare« 

Proposita sit anomalia vera =1:100®, excentricitas =0,96764567, log 5 = 9,7656500. 

Ecce iam calculum pro E^ By A ti t: 

log tang iv 0,0761865 

1 — e 
T^^ 9>io79927 



logv/. 



logtangi^B ...,..,9,1841792, vnde iJB =8''4i'i9"3a, atque JS= 17^22' 38" 64. 

Huic valori ipsius E respondet log -B =:o,ooooo4o; porro inuenitur in partibus ra- 
dii JB= 0,5032928, sin JB= 0,2986643, vnde ^iy£+xVsinJB=:o,i5i4i5o, cuius 
logaritbinus =19,1801689, adeoque log .//^ =9,1801649. Hinc deducitur per for- 
mulam [1] art. praec. 



.2,4589614 



2^/ 

Iog-J-^(,_^) ... 

log^^ 9,1801649 

log 43,56386 = 1,6591263 

19,98014 



2i9(i + 9g) 
^^« I5F— 



{-^t ^> 



7601058 



logA^ .....7,5404 947 

log 19,98011 = 1,3005985 



63,544oo —t 
Tractando idem exemplum secundum methodum vulgarem , inuenitur ^ sin i? in se- 
cundis =3 596io''79 = 16*^55' So" 79, vnde anonialia media =:49'7"85 =2947'' 85. 

/ 1— ^ \* 

Hinc et ex logi f j = i,66643o2 deriuatur /= 63,644io. Differentia, 
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quae hie tantum est Tvitrv po-^s ynius diei, conspirantibus erroribus facile tripio 
vel quadruple maior euadere potuisset 

Ceterum patet, solo adiuxuento talis tabulae pro log B etiam problema in- 
versum omni praecisione solui posse, determinando i? per tentamina repetita, ita 
Yt valor ipsius / ind^ calculatus cum proposito congru^t Sed liaec operatio satis 
molesta foret: quamobrem iam ostendemus, quomodo tabulam auxiliarem multo 
commodius adomare, tentamina yaga omnino euitare, totumque calculum ad algo- 
lithmum maxime concinuum atque expeditum reducere liceat, qui nihil desideran- 
dum relinquere videtur. 

39. 

Dimidiam fere partem laboris quern ilia tentamina requirerent. abscindi posse 
statim obuium est , si tabula ita adornata habeatur , ex qua log JS immediate argu- 
mento j4 desumere liceat Tres tunc superessent operationes^j prima indirecta, , 
puta determinatio ipsius ^, vt aequationi [ij art 5j satisfiat; secunda, determina- 

tio ipsius jB ex -^ et jB, quae fit directe vel per aequationem Ezzi^B (-t^^+tt-^ )> 

vel per hanc sin £ = 2 5 (-^* — i-^^)> tertia, determinatio ipsius v exjB per aequ. 

Vn. art. 8. Operationem primam ad algorithmum expeditum et a tentaminibus va- 

gis hberum reducemus; secundam et tertiam vero in vnicam contrahemus, tabulae 

nostrae quantitatem nouam C inserendo, quo pacto ipsa E omnino opus non habe- 

bimus, simulque pro radio vectore formulam elegantem et commodam nanciscemur. 

Quae singula ordine suo iam persequemur. 

Primo aequationem [}] ita transformabimus, vt tabulam Barkerianam ad 

5 5 ^ 

eius solutionem adhibere liceat. Statuemus ad hunc finem -//* =tangii^\/ — -jr- — , 

, n . . , 75*/\/(i + ?^) at 

vnde fit 75tangi«^ + 25tang{«^' = 7 = — ^ 

2Bq^ ^ 

designando constantem 5 per a. Si itaque B esset cognita, w ilUco 

e tabula Barkeriana desumi posset, vbi est anomalia vera,' cui respondet motus 

at 
medius ^ \ ex w deriuabitur A per formulam A'=z^\sjxg\w^^ designando con- 

5 — be 
stantem , per p. Iam etsi B demxmi ex A per tabulam nostram auxilia- 
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rem innotescat,^ tamen propter perparuam ipslus ab ynitate differentiam praeuidere 
licet, ii^ et ^ leui tantum errore affectas prouenire posse, si ab initio diuisor B 
omiiino negligatur. Determinabimus itaque primo, leui tantum calamo, w ^ A^ 
statuendo J9 = i ; cum yalore approximato ipsius ^ e tabula nostra auxiiiari inue- 
niemus ipsam\B, cum qua eundem calculum exactius repetemus; plerumque re- 
spondebit valori sic correct© ipsius A prorsus idem valor ipsius B , qui ex approxi- 
mato inuentus erat, ita Tt noua operationis repetitio superflua sit, talibus casibus 
exceptis, vbi valor ipsius E iam valde considerabilis fuerit. (Teterum vix opus erit 
monere, si forte Jam ab initio valor ipsius^ quomodocimque approximatus aliunde 
innotuerit (quod semper fiet, quoties e pluribus locis baud multum ab inuicem di- 
stantibus computandis, vnus aut alter iam sunt absoluti) praestare, boc statim in 
prima approximatione vti: hoc modo calculator scitus saepissime ne vna quidem 
calculi repetitione opus habebit Hanc celerrimam approximationem inde assecuti su- 
mus, quod ^ ab i differentia ordinis quarti tantum distat, in coefficientem per- 
paruum numericiun insuper multiplicata, quod commodum praeparatum ^%e iani 
perspicietur per introduction^m quautitatum E — sin£, A^+rVsinJS loco ipsarum 
JB, sinJB. 

4o. 

Quum ad operationem tertiam, puta determinationem anomab'Ae verae, angulus 

E ipse non requiratur, sed tantum tang^JB sine potius log tangi£, operatio ilia cum 

secunda commode iungi posset, si tabula nostra immediate suppeditaret logarith* 

tangi^ 
mum quantitatis r-^ , quae ab i quantitate ordinis secundi differt Maluimus 

tamen tabulam nostram modo aliquantulum diuerso adomare, quo extensione mi- 

nuta nihilominus interpolationem multo commodiorem assecuti sumus. Scribendo 

\b{E — sin£) 
breuitatis gratia T pro tang 4 -E*, valor ipsius A in art Sy traditus — jg , . ^ — 

facile transmutatur in 

^- 1 — WT+^/r^— /r^' + VVy^— etc. 
vbi lex progressionis obuia est Hinc deducitur per conuersionem serierum 
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Statuendo igitur -^ = 1—4-^+^, erit C qnantitas ordinis quarti, qua in tabu- 
lam nostram recepta, ab A protinus transire possumus ad v ^er formulam 

tangii.=v^--^^:::^V,_4^+c = v^(i-^^+c) 

5 + 5^ 
designando per y constantem \/ — — . Hoc modo siini^ lucramur calcuhim per-* 

commodum'pro radio vectore. Fit eiiim (art 8, VT) 

_ qco^jE^ q _ {\—\AArC)q 

''"" cosiv* ~ (i + r)cosiv* ~ (i+i.^+C)cosi<^* 

4i. 

Nihil iam superest, nisi vt etiam problema inuersum, puta determinationem 
temporia ex anomalia vera, ad algorithmum expeditiorem reducamus: ad hunc 
finem tabulae nostrae colunmam nouam pro T adiecimus. Computabitur itaque 

primo T ex <^ per formulam 7=-— -7-— tang4i>^j dein ex tabula nostra argu- 

mento T desumetur A et log^, aiue (quod exactius, imo etiam commodius ^hi) 

(i + C)r 
CetlogiS, atque hinc A per formulam -« = — y\±T — 5 taiidem ex^ eti? erue- 

tur t per formulam f 1] art. 37. Quodsi hie quoque tabulam Barkerianam in vsum 
Yocare placet, quod tamen in hoc problemate inuerso calculum minus subleuat, 
non opus est ad A respicere, sed statim habetur 

tangii^rrtangiV y^^j^^T) 
atque hinc tempus /, multiplicando motum medium anomaliae verae iv in tabula 

B 

Barkeriana respondentem per — '• 

i 

Tabulam, qualem hactenus descripsimns , extendone idonea construximufl, 
operique huic adiecimus (Tab. I.). Ad ellipsin sola pars prior spectatj partem al- 
teram, quae motum hyperbolicum complectitur, infra explicabimus. Argumentum 
tabulae, quod est quantitas A^ per singulas partes millesimal a o vsque ad o,3oo 
progrediturj sequuntur \ogB et C, quas quantitates in partlbus 10000000™*', sine 
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ad septem figuras decimales expressas subinteljigere pportet :cifrae enim primae, 
figiiris significatiuis praeeuntes, suppressae sunt; columna denique quarta exhibet 
quantitatem T primo ad 5 dein ad 6 figuras computatam, quae praecisio abunde 
sufiicit, quum haec columna ad eum tantummodo vsum requiratur, vt argumento 
T valores respondentes ipsius log B et C habeantur , quoties ad normam art praec. 
/ ex V determinare lubet. Quum probleraa inuersum, quod longe frequentioris 
vsus est, puta determinatio ipsius i' et r ex f, omnino absque quantitatis T sub- 
sidio absoluatur, quantitatem j4 pro argumento tabulae nostrae eligftte maluimus 
quam T^ quae alioquin argumentum aequo fere idoneum fuisset, imo tabulae con- 
structionem aliquantulum facilitauisset Hand superfluum erit monere, omnes ta- 
bulae numeros ad decern figuras ab origine calculates fuisse, septemque adeo figuris, 
quas hie damns, vbique tuto confidere licere; methodis autem analyticis ad hunc 
laborem in vsum vocatis hoc loco immorari non possumus, quarum explicatione 
copiosa nimium ab institute nostro distraheremur. Ceterum tabulae extensio omni- 
bus casibus^, vbi methodum hactenus expositara sequi prodest, abunde sufBcit, quum 
vltra limitem ^=o,3, cui respondet STsi: 0,392374 sine £= 64V> methodis artifi- 
cialibus commode vt supra ostensum est abstinere liceat 



43. 

Ad maiorem disquisitionum praecedentium illustrationem exemplum calculi 
completi pro anomalia vera et radio vectore ex tempore adiicimus, ad quem finem 
numeros art 38. resiunemus. Statuimus itaque ^=0,96764567, log5r= g,76565oo, 
/=63,544oo, vnde primo deducimus constantesloga=o,3o52357, logjS=: 8,22 17564, 
logy =0,0028755. 

Hinc fit loga^=:2,io83io2, cui respondet in tabula Barken valor approxi- 
matus ipsius i^=99*'6', vnde deriuatur -^^=0,22926, et ex tabula nostra. log ^= 
o,ooooo4o. Hmc argumentum correctum quo tabulam Barkeri intrare oportet fit =: 

log-g-=2,io83o62, cui respondet «'=99Vr3"i4; dein calculus vlterior ita se habet: 
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4l 



logtangiip* o,i385934 

l og/g.../. ..8,22 1 7564 

log^. 8,3605298 

^ = 0,02292608 

hinc logjS perinde yt ante; 

C = 0,0000242 
I — ^^+C = 0,9816853 
i + r A+C = 1,0046091 



log tang iii^^ 0,0692967 

logy.. 0,0028755 

4C0mp.log 1 — fj4+C. o,o o4oi45 

logtangiv ....0,0761865 

ip = 5o** o' o* 

i^ = 100 o o 

log^r ^9,7656500 

sComp.logcos^v o,585865o 

logi— ^^+C. 9?99i97i* 

CAogi + \j4+C. 9,9980028 



logr *... 0,1594892 

Si in hoc calculo factor JB omnino esset neglectus, anomalia vera erronisculo o'l 
tantum (in excessu) prodiisset afiecta. 



44. 

Motum hyperholicum eo breuius absoluere licebit, quoniam methodo ei quam 
hactenns pro motu elliptico exposuimus prorsus analoga tractandus est Aequatio- 
nem inter tempus t atque quantitatem aiudliarem u forma sequente exhibemus: 

(e— 1) (tV(« — ■^) + i^xrlogi^j+(TV + VW^) (i("— ■^)— log^^) = It (^-Y^) 

vbi logarithmi sunt hyperbolici, atque 4v{u— ) + ^logu quantitas ordinis primi, 

i(u — — ) — logw quantitas ordinis tertii, simulac logu tamquam quantitas parua 



ordinis primi spectatur. Statuendo itaque 



6U(tt— -^)— logttj ^tr(«--7-)+Aloga 



I 
u 



2^ A 



=:B 



3t("— — )+V7logU 

erit A quantitas ordinis secundi, B autem ab vnitate differentia ordinis quarti dis- 
crepabit. Aequatio nostra tunc formam sequentem induct: 

£(3(e-i)^*+TV(i+9*)^*)=*'(^) -{2] 

quae aequadoni [1] art 57 prorsus analoga est Statuendo porro f ^ — ) ^^ ^' 

6 
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erit T ordinis secundi, et per methodum serierum mfimtamm inuenietur 

-^ = i+f >^+Tfr^»~TtT^'+THfTT^*— TtVrYTVr^*+ etc Quamobrem 

ponendo-y- = i+T-/^+C, erit C quantitas ordinis qnard^ atque ^= .y -. 

Denique pro radio Yectore ex aequ. VII art 21 facile seqmtur 

q (i+f^+C)g 

''" (1 — r)cosii'* "■ (1 — j-yi+C)cosii/* • 

45. 

Pars posterior tabulae primae operi huic annexae ad motum h3rperboli- 
cum spectat, vt iam supra monuimus, et pro argumento A. (vtrique tabulae parti 
communi) logarithmum ipsius B atque quantitatem C ad septem figuras dedmales 
(cifris praecedenlibus omissis), quantitatem T yero ad quinque dein ad sex figuras 
sistit Extensa est Baec pars, periade vt prior, vsque ad -^=:o,3oo, cui respon- 
det r= 0,241207, 1^=2,930 vel =0,341, /^ = +.52*19'} Ylterior extensio su- 
perflua fuisset (art. 36.) 

Ecce icun ordinem calculi turn pro determinatione temporis ex anomalia vera 

turn pro determinatione anomaliae verae ex tempore. In problemate priori habe- 

^•— 1 
bitur T per formulam T -=. —7 tangiv*j ex T tabula nostra dabit log 5 et C, 

(1 + C) y 

vnde erit A = ■ — ^ rp ; bine tandem per formulam \ji\ art. praec. inuenietur t. 

In problemate posteriori computabuntur primo logaritlimi constantium 

75ir\/(i+f^) 
cc= ^ — T- 

_ 5g — 5 
^~ 1 + 9^ 

Tunc determinabitur A eiL t prorsus eodem modo vt in motu eljiptico, ita scilicet 

at 
vt motui medio "~s~ in tabula Barkeri respondeat anomalia vera w atque fiat A:=s. 

p\jBiXig\w^y eruetur scilicet primo valor approximatus ipsius A neglecto vel si sub- 
sidia adsunt aestimato factore J?; hinc tabula nostra suppeditabit valorem approxi- 
matum ipsius J?, cum quo operatio r^etetur; valor nouus ipsius B hoc modo pro- 
diens vix vmquam correctionem sensibilem passus, neque adco noua calculi itera- 



Digitized by 



Google 



KELATIONES AD LOCVM SITVTPLICEM IN OI^BITA SPECTANTES. 45 

tio necessaria erit Correcto valore ipsius A e tabula desiunetur C, quo facto ha- 

bebitur 

ytangti^ \ (i+f ^+C)y 

*^«*''-y(i+t^+C) ' ''— (i— i^+C)cosii;* 
Patet hinc^ inter formulas pro motu elliptico et hyperbolic© nullam omnino diffe- 
rentiam reperiri, si modo ^y A et T in mdtu hyperbolico tamquam quantitates nega- 
tiuas tractemus. 

46. 

Motuni hyperbolicum quoque aliquot exemplis illustrauisse baud inutUe erit , 

ad quern finem numeros artt. aS, ^6 resumemus. 

I. Data sunt e = 1,2618820 , logj = 0,0201667, v =: iS'Si'o": quaeritur t. 

Habemus 

alogtangii' 8,44o2oi8 logT. ....7,5o38375 

log ^^ 9,o636357 ^^^' +^- ^ °'°°°°°°= 

'^ e+i ^' ' C.logi— fy. 0,0011099 

logT. 7,5o38375 log^. 7,5049476 

T = o,oo3 19034 
Iog^= 0,0000001 

C = o,oooooo5 

log ^^(,L,) »,3866444 log \^r^\^) M84358a 

log^* 8,7524758 . log^^ 6,2574214 

log 15,77584 = 1,1591182 logo,i586o5 =" 9,1417796 

o,i586i 



i5,9i445 = t 

n. Manentibus ^ et g vt ante, datur * = 65,4i256, quaeruntur p et r. 
Ihuenimus logarithmos constantium 

log a = 9,9758545 

log/J = 9,025 1 649 

logy = 9,980764^^ 
Porro prodit log a^= 1,7914945, vnde per tabulam Barkeri valor approximatus 

ipsius «^ = 70*51' 44", atquel liinc -^=0,052985. Huic A in tabula nostra re- 

dt 
spondet log JB = 0,0000207; vnde log -g- = 1,7914756, valor correctus ipsius 

o's:: 70*51 56*86. Calculi operationes reliquae ita se habent: 
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alogtangif^ 9^6989398 

log/? 9,02616 49 

logj4. 8,7241047 

^ = 0,05297911 

logjB vt ante 

C = 0,0001253 

1 +^^+C = i,o425o85 
1— l^+Ca: 0,9895294 



logtangii*; 958494699 

logy.' ......9,9807646 

^C.logi+f^+C 9 , 9909602 

logtangiv 9,8211947 

ip = SS^Si'So'oa 
v = 67 5 o,o4 

log^jr 0,0201657 

2 Clog cos 4 V ...0,1580378 

logi +^ji+C, 0,0180796 

C.logi — j-^+C. 0,0045713 



logr o,2oo8544 

Quae supra (art. 26, ) inuenelrainus 1^=67*' 2' 69* 78, Iogr=:o,2oo854i , minus ex- 
acta sunt, proprieque euadere debuisset v = 67''5'o''oo, quo valore supposito valor 
ipsius t per tabulas maiores fuerat computatus. 
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SECTIO SECVNDA 

Relationes ad locum simplicem in spatio spectantes. 

47. 

In sectione prima de motu corporum coelestium 'in orbitis siiis actum est, 
nulla situs, quern hae orbitae in spatio occupant, ratione liabita. Ad hunc situm j 

dete*rminandum , quo relationem locorum corporis coelestis ad quaeuis alia spatii 
puncta assignare liceat, manifesto requiritur turn situs plani in quo orbita iacet re- 
spectu cuiusdam plani cogniti ( e. g. plani orbitae telluris , eclipticae ) , tum situs apsi- 
dum in illo piano. Quae quum commodissime ad trigonometriam sphaericam re- 
ferantur, superficicin sphaericam radio arbitrario circa Solem vt centrum descri- 
ptam fingimus, in qua quoduis planum per Solem transiens circulum maximum, 
quaeuis autem recta e Sole ducta punctum depinget Flanis aut rectis per Solem 
ipsum non transeuntibus plana rectasque parallelas per Solem ducimus, circulosque 
maximos et puncta in sphaerae superficie his respondentia etiam ilia repraesentare 
concipimus : potest quoque sphaera radio yt vocant infinito magno descripta supponi, 
in qua plana rectaeque parallelae perinde repraesentantur. 

Nisi itaque planum orbitae. cum piano eclipticae coincidit, circuli maximi 
illis planis respondentes (quos etiam simpliciter orbitam et eclipticam vocabimus) 
duobus punctis se intersecant, quae nodi dicuntur; in nodorum altero corpus e Sole 
visum e regione australi per eclipticam in borealem transibit, in altero ex hac in 
illam reuertet; nodus prior ascendensy posterior descendens appellatur. Nodorum 
situs in ecliptica per eorum distantiam ab aequinoctio vemali medio {longitudinem) 
secundum ordinem signorum numeratam assignamus. Sit , in Fig. 1 , ^ nodus a^- 
cendens, ASlB pars eclipticae, C QD pars orbitae; motus terrae et corporis 
coelestis fiant in directionibus ab j4 versus B et a C versus /?, patetque angulum 
sphaericum, quem QD facit cum QB, a o vsque ad 180® crescere posse, neque 
tamen vltra, quin JJ nodus ascendens esse desinat: hunc angulum. inclinationem 
orbitae ad eclipticam dicimus. Situ plani orbitae per longitudinem nodi atque in- 
clinationem orbitae determinato, nihil aliud iam requiritur, nisi distantia perihelii 
a nodo ascendente, quam secundum ipsam directionem molus numeramus, adeoque 
negatiuam sine inter 180^ et 36o* assumimus, quoties perihelium ab ecliptica ad 
austrum situm est Notentur adhuc expressiones sequentes. Longitudo cuiusuis 
puncti in circulo orbitae numeratur ab eo puncto, quod retrorsum a node ascen- 
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dente in orbita tanlundem distat, quantum aequinoctium vemale ab eodem puncto 
retrorsum in ecliptica: hinc longitudo perihelii erit summa longitudinis nodi et di- 
stantiae perihelii a nbdo; longitudo vera corporis in orbita autem sunima anoma- 
liae yerae et longitudinis perihelii. Denique longitudo media yocator summa ano- 
maliae mediae et longitudinis perihelii: haec postrema expressio manifesto in orbi- 
tis ellipticis tantum locum habere potest. 

48. 

Vt igitur corporis coelestis locum in spatio pro quouis temporis momento 
assignare liceat, sequentia in orbita elliptica nota esse oportebit 

I. Longitudo media pro quodam temporis momento arbitrario, quod epo^ 
cha vocatur: eodem nomine interdum ipsa quoque longitudo designatur. Plerum* 
que pro epocha eligitur initium alicuius anni, scilicet meridies i. lanuarii in anno 
bissextili, sine meridies 3i. Decembris anno communi praecedentis. 

II. Motus medius inter certum temporis interuallum, e. g. in vno die so- 
lari medio, sine in diebus 365, 365 J aut 36525* 

m. Semiaxis maior, qui quidem omitti posset, quoties corporis massa aut 
nota est aut ncgligi potest, quum per motum medium iam detur (art 7): couimo- 
ditatis tamen gratia vterque semper proferri solet 

IV. Excentricitas. V, Longitudo perihelii. VI. Longiti^do nodi ascendentis. 
Vn. Inclinatio orbitae. 

Haec septem momenta vocantur elementa motus corporis. 

In parabola et hyperbola tempus transitus per periheh'um elementi primi 
vice fungetur; pro II tradentur quae in his sectionum conicarum generibus motui 

medio diumo analoga sunt (y. art ig; in motu hyperbolico quantitas Ikb "art 23). 
In hyperbola elementa reliqua perinde retineri poterunt, in parabola yero, ybi axis 
maior infinitus atque excentricitas = 1 , loco elementi III et IV sola distantia in pe- 
rihelio proferetur; 

49. 

Secimdum yulgarem loquendi morem inclinatio orbitae , quam nos a o ysque 
ad iSo** numeramus, ad 90° tantum extenditur, atque si angulus orbitae cum arcu 
Q^ (Fig. 1) angulum rectum egreditur, angulus orbitae cum arcu^^ (qui est 
illius complementum ad i8o** tamquam inclinatio orbitae spectaturj in tali tunc casu 
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addcre oportebit, motum esse retrogradum (veluti si in figara nostra E^F par^ 
tern orbitae repraesentat), vt a casu altero vbi motus directus dicitur distinguatur. 
Longitudo in orbita tunc ita numerari solet, vt in ^ cum longitudine huius puncti 
in ecliptica conueniat, in directione SIF autem decrescat; punctum initiale itaque 
a quo longitudines contra ordinem motus nimierantur in directione Ji-P tantundem 
a ft distaty quantum aequinoctium vemale ab eodem ft in directione ^A. Quare 
in hoc casu longitudo perihelii erit longitudo nodi deminuta distantia perihelii a 
nodo. Hoc modo alteruter loquendi ysus facile in alterum conuertitur, nostrum 
autem ideo praetulimus, vt distinctione inter motum directum et retrogradum su- 
persedere, et pro vtroque semper formulas easdem adhibere possemus^ quum vsus 
vulgaris aaepenumero praecepta duplicia requirat. 

5o. 

Ratio simplicissima , puncti cuiusuis in superficie sphaerae coelestis situm re- 
spectu eclipticae determinandi, fit per ipsius distantiam ab ecliptica (^latitudinem) ^ 
atque distantiam puncti, vbi ecliptica a perpendiculo demisso secatur, ab aequino^- 
ctio {^longitudinem). Latitudo, ab vtraque eclipticae parte vsque ad go^ numerata, 
in regione boreali vt positiua, in australi vt negatiua spectatur. Respondeant cor- 
poris coelestis loco heliocentrico , i. e. proiectioni rectae a Sole ad corpus ductae in 
sphaeram coelestem^ longitudo Jl, latitudo fi\ sit porro u distantia loci heliocen* 
trici a nodo ascendente (quae argumentum latitudinis dicitur), i inclinatio orbitae, 
ft longitudo nodi ascendentis, habebunturque inter i, u^ fij X — ft, quae quantita- 
tes erunt partes trianguli sphaerici rectanguli, relationes sequentes, quas sine vUa 
restrictione valere facile euincitur; 

I. tang(^ — ft) = cos i tang 2^ 

II. tang /ff = tang i sin (Jl — ft) 

III. sin ^ = sin i sin u 

TV. cosw = cos/?cos(Jl — ft) 
Quando i 6t u sunt quantitates datae, >l— ft inde per aequ. I determinabilur, ac 
dein /? per II vel per III, siquidem fi non nimis ad +.90° appropinquat ; formula 
IV si placet ad calculi confirmationem adhiberi potest Cetenmi formulae I et IV 
docent, X — ft et u semper in eodem quadrante iacere, ^^oties 1 est inter o et 90*} 
contra X — ft et 36o** — u ad eundem quadrantem pertinebunt, quoties i tst inter 
go* et i8o*, siue, secundum vsimi vulgarem, quoties motus ^si retrogradus: hinc 
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ambiguitas, guam determinatio ipsius jl — SI per tangentem secunduAi formulam I 
relinquit, sponte toUitur. 

Formulae sequentes e praeoedentium combinatione facile deriuantur : 

V. sin(tt — Jl-|-ii) =26in4/* sinwcod (>l — Si) 

VI. 8m{u — Jl + Jl) =:tang4ism/9cos(;i — SI) 

VII. sin(tt — i+Sl) =tang4£ tang jS cos w 

VIII. sin (m + ^ — ft) =2co8ii*6inw co8(Jl — Si) 

IX. sin {u + X — SX) = cotang i i sin /? cos (Jl — SI) 

X. 8in(i^+^ — ^) = cotang 4 itang^ cose* 

Angulus u — ^+Sl9 quoties i est infra 90°, aut u+Ji — Sly quoties « est vltra 90®, 
secundum vsum vulgarem redact io ad eclipticam dicitur, est scilicet differentia in- 
ter longitudinem heliocentricam X atque longitudinem in orbita quae secundum ilium 
vsum est Jijti*, (secundum nostrum Sl+u). Quoties inclinatio vel parua est vel 
a 180** parum diuersa, ista reductio tamquam quantitas secimdi ordinis spectari 
potest, et in hoc quidem casu praestabit, fi primo per formulam III ac dein X per 
Vn aut X computare, quo pacto praecisionem maiorem quam per formulam I as- 
sequi licebit. 

Demisso perpendiculo a loco corporis coelestis in spatio ad planum eclipti- 
cae, distantia puncti intersectionis a Sole disUuitia curiata appellatur. Quam per 
/, radium vectorem autem per r designando, habebimus XI. r =r<}os^ 

5i. 
Exempli caussa calculum in artt. i3, i4 inclioatum, cuius numeros planeta 
lunonis suppeditauerat , ylterius continuabimus. Supra inu^ieramus cmomaliam ye- 
ram SiS^i'aS'oa, logarithmum radii vectoris o,3259<B77: sit iam i =i3**6'44*iD, 
distantia perihelii a nodo = 24i° 10' 20*57, adeoque w = 196^11' 43*59; denique sit 
Si = i7i*'7' 48*73. Hinc habemus: 

logtangtf 9,465o573 logsin(^ — Si) 9,4348691 n 

log cos J. 9,9885266 logtangi 9,3672306 

logtang(Jl — Si) 9,45i5839 logtang/9 8^020996 n 

X—Si = 195^ 4/ 40" 25 /? = — 3^37'4oo2 

X =6 55 28,98 logcosy?, 9^9991289 

logr, 0,3259877 log cos (Jt — fl> 9,9802852 n 

log cos ^ 9>999Vg89 g,9824i4i n 

log/. o,325ii66 logcose* 9,9824141 n ' 
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Calculus secundum formulas III, VII ita se haberet: 

log sinu 9,4454714 n logtangi' 9,o6o4259 

log sin 1 9,3557570 logtang/ff 8,8020995 n 

logsin^ff 8,8012284 n logcos/^ 9,9824141 n 

^. =— 3° 3/ 4o" 02 log sin (w-^+ii)... 7,8449395 

u—X+Sl = o^24'3''54 

2, — SI = 1954740,25 

52. 

Spectando i eiu tamquam quantitates rariabiles, differentiatio aequationis III 

art 5o suggerit: 

cotang/9dj8 = cotang idi+cotang wdi* 
sine . . >. 

XII. dy9 = sin(;i — fi) d i + sin f cos (Jl — Sl)^^ 

Perinde per differentiationem aequationis I oblinemus 

cos i 

XIII. d{k—a) = — tang^ co«U— ft)d^' + -^^r du 

Denique e differentiatione aequationis XI prodit 
dr =cos^dr — rsin/Sd/S, sine 

XIV. dr = cos/9dr — rsinj8sin(>l — ^0 di — r sin jS sin f cos (^ — Sl)du 

In hac vltima aequatione vel partes quae continent di et du per 206265" sunt diui- 
dendae, vel reliquae per liunc numerum multiplicandae, si mutationes ipsarun^ i et u 
in minutis secundis expressac suppommtur. 

63. 
Situs puncti cuiuscunque la spatio commodissime per distantias a tribus pla- 
nis sub angulls rectis se secantibus determinatur. Assumendo pro planorum vno 
planum eclipticae, designandoque per z distantiam corporis coelestis ab hoc piano a 
parte boreali positiue, ab austral! negatiue sumendam, manifesto habebimus z == 
r tang jS =r sin /9 = r sin i sin x^. Plana duo reliqua, quae per Solem quoque ducta 
supponemus^ in sphaera coelesti circulos niaximos proiicient, qui eclipticam sub 
angulis rectis secabunt, quorumque adeo poli in ipsa ecliptica iacebunt et 90** 
ab inuicem distabunt Vtriusque plani polum istum, a cuius parte cjistantiae 
posltiuae censentur, polum positiuum appellamus. Sint itaque N et iV+9o''Ion- 
gltudines polorum positiuorum , dcslgnenturque distanliae a planis quibus respon- 
dent respecliue per x, y. Tunc facile persplcietur haberi 

7 
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Of = / cos (Jt — A') = r cos j8 cos {Z — SI) cos (A— Ji) + r cos ^sin (jl — ft) sin (N — ft) 
y=r sinCJl— iV)=rcos/Jsm(;i — ft)cos(iV'— ft)-^rcos/Jcos(;i— ft)sin(iV--ft) 
qui valores transeunt in 

x=:r cos {N — ft) cos u+r cos i sin {N — ^'ft) sin u 

y = r cos / cos (N- — ft) sin tt — r sin ( A't— ft) cos u 
Quodsi itaque polus positiuus plani ipsarum x in ipso nodo ascendente collocatur, vtr 
sit A'^ft, habebimus coordinatarum x^ y, z expressiones simplicissimas 

x:=r cosu 

yzurcoaisinu 

z:=^ramismu 
«Si rero haec suppositio locum non habet^ tamen formulae supra datae formam aeque 
fere commodam nanciscuntur per introductionem quatuor quantitatum auxiiiarium a, 
b ^ Ay B ilBL determinatarum yt habeatur 

cos (A — ft) = asin^ 

cos i sin (A — ft) = a cos A 

— 8m(A— ft) = bsinB 

cos i cos (A — ^ft) = ft C03 J9 
(vld. art i4, n). Manifesto tunc erit 

X'=:ira sS[i{U'\'A) 

^= rft sin(«+Jff) 

2 = rsinisini# 

34. 

~^ReIationes motus ad eclipticam in praecc. explicatae manifesto perinde Tale* 
bunt y etiamsi pro ecliptica quoduis aliud planum substituatur , si modo situs plani 
orbitae ad hoc planum innotuerit^ expressiones longitude et latitude autem tunc 
supprimendae erimt OfTert itaque se problema: e situ cognito plani orbitae alius^ 
que plani noui ad eclipticam deriuare situm plani orbitae ad hoc nouum planum. 
Sint wft, ftft', wft' partes circulorum maximorum, quos planum eclipticae, planum 
orbitae planumque nouum in sphaera coelesti proiiciunt (Fig. 2). Vt inclinatio 
circuli secundi ad tertium locusque nodi ascendentis absque ambiguitate assignari 
possit, in circulo tertio alterutra directio eligi debebit tamquam ei analoga, quae 
in ecliptica est secimdum ordinem signorum; sit haec in fig. nostra directio ab n 
versus ft'. Praeterea duorum hemisphaerionim , quae circulus /.ft' separate alterum 
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censere oportebit analogum haemidphaerio boreali, alterum australi: haec vero liae- 
misphaeria sponte iam sunt di&tincta^ quatenus id semper quasi boreale spectatiir, 
quod in circulo secundum ordinem signorum progredienti ^ ) adeztra est In figura 
igitur nostra sunt Sly ^9 Si' nodi ascendentes circuli secundi in primo, tertii in primo, 
secundi in tertio; 180° — nSlSl^ SlnSl\ nil' SI inclinationes secundi ad primum, 
tertii ad primum, secundi ad tertium. Pendet itaque problema nostrum a solutione 
trianguli sphaerici , ybi e latere vno angulisqiie adiacentibus reliqua sunt deducenda. 
Praecepta vulgaria, quae in trigonometria sphaerica pro hoc casu traduntur, tam- 
quam abunde nota supprimimus: commodius autem methodus alia in Tsum vocatur 
ex aequationibus quibusdam petita, quae in libris nostris trignonometricis frustra 
quaeruntur. Ecce has aequationes, quibus in sequentibus frequenter vtemur: desi- 
gnant a, b, c latera trianguli sphaerici atque A^ B^ C angulos illis resp. oppositos: 
sini(6— c) _ sinl(^— C) 
sin^a cos\A 

8ini(6+c) _ cosk{B—C) 
sinia "" em^A 

cos\{h—c) sin^(^+C) 

cos^a cos^A 

cos^ (6+c) _ cosi{B+C) 
cos i a siniA 

Quamquam demonstralionem harum propositionum breuitatis caussa liic praeterire 
oporteat, quisque tamen earum veritatem in triangulis, quorum nee latera nee an- 
guli ISC'* excedunt, hand difficile confirmare poteriL Quodsi quidem idea trianguli 
sphaerici in maxima generalitate concipitur, vt nee latera nee anguli vllis limitibus 
restringantur (quod plurima commoda insignia praestat, attamen quibusdam diluci- 
dationibus praeliminaribus indiget), casus existere possunt, vbi in cunctis aequatio- 
nibus praecedentibus signum mutare oportet; quoniam vero signa priora manifesto 
restituimtur , simulac vnus angulorum yel vnimi laterum 360** augetur vel diminui- 
tur, signa, qualia tradidimus, semper tuto retinere licebit/ sine e latere angulis- 
qiie adiacentibus reliqua determinanda sint, sine ex ^gulo lateribusque adiacentibus ; 
semper enim vel quaesitorum valores ipsi vel 36o® a veris diuersi hisque adeo ae- 
quiualentes per formulas nostras elicientur. Dilucidationem copiosiorem huius argu- 
menti ad aliam occasionem nobis reseruamus: quod vero praecepta, quaa tum pro 
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♦) Futaf in interiori sphacrae saperficie, quam figura nostra repracsentat. 
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solutione problematis nostri turn in aliis occasionibus formulis istls supcrstruemus, 
in omnibus casibus generaliter valent, tantisper adiumento inductionis rigorosao 
i. e. completae omnium casuum enumerationis , baud difficile comprobari potent. 



I 



55. 

Designando vt" supra longitudinem nodi ascendentis orbilae in ecliptica per Ji? 
incHnationem per i; porro longitudinem nodi ascendentis plani noiii in ecliptica per /?, 
indinationem per €y distantiam nodi ascendentis orbitae in piano nouo a nodo ascen- 
dente plani noui in ecliptica (arcum nj^' in Fig. a) per Sl\ inclinationem orbitae ad 
planum nouum per i' ; denique arcum ab SI ad Si' secundum directionem motus 
per A: erunt trianguli sphaerici nostri latera SI — nj Sl\ A> anguli^ue oppositi i\ 
igpo — 1^ ^, Hinc erit secundum formulas art praec. 

sin i i' sin i(Sl' + A) = sini(Si — /i)sini(i + 6) 

sin i i' cosidSl' + A) = cosi(ft — n)sini(i — e) 

cos ii' sini {SI' — A) = sin i (JSI — ri) cos i [j + e) 

cosii'cosi{jSl' — A) = cosi(Ji — n)cosi{i — e) 
Duae primae aequationes suppeditabunt i{Sl' + A) atque sin if'; duae reliquae 
i(Sl' — A) atque cosii'; ex i{Sl' + A) et i(Ji' — A) demanabimt Si' et Ai ex 
(sinii' aut cos^i^ (quorum consensus calculo confirmando inseruiet) prodibit i\ 
Ambiguitas, vtrum i{Sl' + A) et i(Sl' — A) inter o et i8o* vel inter 180" et 56o' 
accipere oporteat, ita tollctur, vt tum sin^i' turn cosii' fiant positiui, quoniam 
per rei naturam i' infra 180* cadere debet. 

56. 

Praecepta praecedentia exemplo illustrauisse hfiud inutile erit. Sit SI = 
172® 28' iS" 7 , *' = 34** 38' 1" 1 ; porro sit planum nouum aequatori parallelum, adeo- 
que /j=:i8o**j angulum €y qui erit obliquitas eclipticae, statuimus = 23** 27' 55"8. 
Habemus itaque 

^ — n = — 7"3i'46''5 l(Sl—n) =r — 3' iS'SS^'iS 

i + e= 58 5 56,9 !(£+£)= 29 2 58,45 

i^e = 11 10 5,3 i{i—e) = 5 35 2,65 

logsini(Ji—w)... 8,8173026 n logcosiCJi— w) 9>999o6i8 

logsini(j + £)...... 9,6862 484 logsini(i— «) 8,9881^05 

logcos i(i+€)..... .9,9416108 log cos i (i — «) ......9>99795^J»3 
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Hinc fit 

log8in4»'sini(Ji'+A)...8,5o355io n logcosJi'smiCft — A)... 8,7 5891 34 /» 
log sin li'co8 4 (fl'+ A). .8,9872025 log cos j J cos \ (fi'— A) .■.9'>996996o 

Vnde ii.Ji+A) = 341^49' 19" 01 vnde i(ft'— A) = 356° 4i'5i''43 

logsinii' 9,0094368 log COST*' 9>9977202 

Obtinemus itaque ii' = 5* 5i' 66' 445, /'= 11° 45' 52" 89, J^' = 338' 3o' 5o^ 43, 
A= — 14^*5 2' 12" 42. Ceterum punctum » in sphaera coelesti manifesto respondet 
aequinoctio autumnali; quocirca distantia nodi ascendentis orbitae in aequatore ab 
aequinoctio vemali (eius rectascensio) erit 1 58^ 3o' 50^*45. 

Ad illustrationem art. 55 hoc exemplum adliuc vlterius continuabimus , for- 
mnlasque pro ooordinatis respectii trium planorum per Solem transeuntium euolue- 
mus, quorum vnum aequatori parallelum sit, duorumque reliquorum poli positiui 
in ascensibne recta o* et 90® sint siti: distantiae ab his planis sint resp. z, x , y, 
lam si insuper distantia loci heliocentrici in sphaera coelesti a punctis ft, ft' resp. 
denotetur per w, u\ fiet u'z=:u — A = w+i4* 62' 12" 42, et quae in art. 55 per i, 
N — ft, u exprimebantur^ hie erunt i', i8o** — ft', u. Sic per formulas iUic datas 
prodit 

logasin^. 9,9687197 n log& sinj9 9,5638o58 

logacos-^. 9,554638o n logfccosB 9,9695519 n 

ynde A = 248°55'22"97 vnde JS = i58"5'5i"97 

log a 9>9987933 log 6 9j99^o848 

Habemus itaque 

a?±=arsin(«'+248''55'22''97) == flr sin(w+265^47'55''59) 
y = ir sin(w'+i58 5 54,97) =3 6rsin(w + i72 58 7*59) 
z'=:crsmu' = cr sin (2^4- i4 52 12^42) 

"vbi logc= logsini'= 9,5081870. 

Alia solutio problematis hie tractati inuenitur in f^on Zach Monatliche Cor^ 
respondenz B. IX. S. 385. 

57. 

Corporis itaque coelestis distantia a quouis piano per Solem transeunte re- 
duci pot erit ad formam itr sin(v + A^), designante v anomaham veram, eritque h 
sinus inclinationis orbitae ad hoc planum, K distantia perihclii a nodo ascendente 
orbitae in eodem piano. Quatenus situs plani orbitae, lineaeque a|>$idum in eo, 



Digitized by 



Google 



6i LiBR. L Sect. II. 

nee non situs plani ad quod distantiae referuntur pro constantibus haberi possunt, 
etiam k et K constantes erunt Frequentius tamen ilia methodus in tali casu in 
vsum vocabitur, vbi tertia saltern suppositio non permittitur, etiamsi perturbationes 
negligantur, quae primam atque secundam temper aliquatenus afficiunt. Illud €ue- 
nit, quoties distantiae referuntur ad aequatorem, siue ad planum aequatorem sub 
angulo recto in rectascensione data secans: quum enim situs aequatoris propter 
praecessicnem aequinoctiorum insuperque propter nutationem (siquidem de vero non 
de medio situ sermo fuerit) mutabilis sit, in hoc casu etiam k et iST mutationibus , len- 
tis vtique, obnoxiae erunt. Computus harum, mutationum per formulas differentia- 
les absque difficultate eruendas absolui potest: hie vero breuitatis eaussa sufficiat, 
variationes differentiales ipsarUm i, ft', A apposuisse, ^uatenus a yariotionibus ipsa- 
rum Si — ^ atque € pendent 

d£' = sin^ sinft'd(JJ — «)— -cosJi'de 
sin i cos A , ^ sin O' 

sini ^ ^ smi 

Ceterum quoties id tantum agitur, Tt plures corporis coelestis loci respcctu talium 
planorum mutabilium caleulentur, qui temporis intcrualliun mediocre complectuntur 
(e.g. vnum annum), plerumque commodissimum erit, quantitates a, A^ b , B, 
c, C pro duabus epochis intra quas illia cadunt reipsa calculare, ipsarumque muta- 
tiones pro singulis te^mporibus propositis ex illis per 'simplieem interpolalionem 
cruere. 

58. 

Formulae nostrae pro distantiis a planis datis inuoluunt v et r: quoties has 
quantitates e tempore prius determinare oportet, partem operationum adhue con- 
trahere, atque sie laborem notabiliter alleuare lieebit Deriuari enim possunt illae 
distantiae per formulam persimplicem statim ex anomalia excentriea in eUipsi, vel 
e quantitate auxiliari F aut u iu h3rperbola, ita vt compute anomaliae verae radii- 
que vectoris plane non sit opus. Mutatur scilicet expressio hr smiy-^-K) 
I. pro elHpsi, retentis characteribus art 8, In 

a h cos (p cos jfi^sin JB + a i sin Kicos E — e) 
Determinando itaque /, Z/, >l per aequationes 
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alsinK ^zlsinL 

a h cos/p cos K tzzzl cos L 

-^eaksinK =^ — eUmL =:Jl 

expressio nostra transit in /sin(JE;+Z.)+Jl, vbi /, L, X constantes erunt, quMeilW 

i, K, e pro constantibus habere licet j sin minus, de illarum xnutationibus com- 

putandis eadem valtbunt, quae in art. praec. monuimus. 

Exempli caussa transformationem expressioni^ pro x in art 56 inuenti appo« 

nimus, vbi longitudinem perihelii =:i2i^7'34''4, 9? =i 4*^1 5'3i "9 7, log a = 0,4423790 

statuimus. Fit igitur distantia perihelii a nodo ascendente in ecliptica =r 3o8°49'20*7 =r 

tt — vj hinc a: =^21 a* 36' 56" 09. Habemus itaque 

^ogak 0,4411713 log/ sinZ. 0,1727600 n 

logsinJST. 9,73i5887 n log/ cos Z. o,353m 54 n 

logaX'cosy^.:.... 0,4276456 vnde Z. =2i3*'25^5i*3o 

logcosAT. 9,9254698 n log/ = 0,4316627 

log^ = 9,563235a 
A = + 0,3657929 

n. In h3rperbola formula kr An(p+K) secundum art. 21 transit in A + ft tang P 
+ysecansP, si statuitur ebl8mK=:Ay h I tmgTp cos Kz=zfi^ -^bksbiK=:vi n^a- 

•r ^ J • . , . nsinCF+N) +v 
mfesto eandem expressionem etiam sub formam — ^ ^p^ — reducere lice^ 

Si loco ipsius F quantitas auxiliaris u adhibita est, expressio lrsia(v+K) per 

art 21 transibit in a + fiu+—^ ybi a, /?, y determinantur per formulas 
a^= jl=:ebksiaK 
fi=i:v+ju) =—iebism(K^7fi) 

ni. In parabola, vbi anomalia vera e tempore immediate deriuatur, nihil aliud 
supererit, nisi yt pro radio vectore valor suus substituatur. Denotando itaque di- 

stantiam in perihelio per q^ expressio tram(v+K) fit _ ? sm{u+ A)^ 

59. 

Praecepta pro determinAndis distantiis aplanis per Solera transeuntibus ma- 
nifesto etiam ad distantias terrae applicare licet: hie vero simplicissimi tantum ca- 
sus occurrere solent Sit i2 distantia teirae a Sole, L longitude heliecentrica ter- 
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rae (quae 180* a longitudine geocentrica Solis differt), denlque X, Y, Z distan- 
tiae terrae a tribus planis in Sole sub angulis rectis 3e secantibus. lam si 

I. Planum ipsarum Z est ipsa ecliptica , longitudinesque polorum^ planorum reli- 
quorum, a quibus distantiae sunt X, K, resp. N et ^"+90**: erit 
Jt =i2 cos (Z/—iV), r = i2sin(Z.— iV), Z=o. 

n. Si planum ipsarum Z aequatori parallelum est, atque rectasccnsjones polormn 
jilanorum reliquorum, a quibus distantiae sunt X, Yy resp. o et 90°, habebimus, 
obliquitate eclipticae per e designata 

X=i2cosZy, y=:i2 cos*sinZ/, Z =i2 sln£ sinZ^. 

Tabularum solarium recentissimarum editores, clarr. de Zach et de Lambre, lati- 
tudinis Solis rationem habere coeperunt, quae quantitas a perturbationibus reliquo- 
rum planetarum atque lunae producta vix vnum minutum secundum altlngere pot- 
est- Designando latitudinem heliorentricam terrae, quae latitudini Solis semper 
aeqtialis sed signo opposito affecta erit, per J5, habebimus: 



in c a a u I. 



X = R cosB cosiL—N) 
Y = R cos ^ , sin {L—N) 
Z — R sinB 



in cafiu IL 



X '=z R cosB cosL 

Y -=. R cos B cos € sin £j — RsinB sine 

Z •=: R cosB sine sin L -^-RsmB cose 

Pro cos-B hie semper tuto substitui potent 1 , angulusque B in partibus radii ex- 
pressus pro sinjB. 

Coordinatae ita inuentae ad centrum terrae referuntur: si |, 1^, f sunt di- 
stantiae puncti cuiuslibet in terrae supefficie a tribus planis per centrum terrae 
ductis iisque quae per Solem ducta erant parallelis, distantiae ijlius puncti a pla- 
nis per Solem transeuntibus manifesto erimt -X+|, 1^+^, .^ + Jj valores coor- 
dinatanmi |, Jy, J autem pro vtroque casu facile determinantiu: sequenti mo- 
do. Sit Q radius globi terrestris (sine sinus parallaxis horizontalis mediae Solis) 
?, longitudo puncti sphaerae coelestis, vbi recta a terrae centrp ad punctum super- 
iiciei ductum proiicitur , ^, eiusdem latitudo , a ascensio recta , d declinatio , eritque 



in casu I. 


in casu II. 


1 = () cosficos{jl N) 


1 = Q COS S COS a 


^ = () cos^sin(^^— A^) 


Tf :=z Q cosSsina 


f = p sin/? 


f = p sincJ 
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RBLATIONES AD liOCTM SIMPLICEM IN SPATIO SPBCTANTES. S'] 

Ptmctum illud sphaerae coelestis manifesto respondet ipsi zenith loci in superficie 
(siqmdem terra tamquam sphaera spectatur), quocirca ipsius ascensio recta conue- 
niet cum ascensione recta medii coeli sine cum tempore siderali in gradus conuerso, 
dedinatio autem cum eleuatione poli; si operae pretium esset,. figurae terrestris 
sphaeroidicae rationem habere , pro 8 eleuationem poK correctam , atque pro q di- 
stantiam veram loci a centro terrae accipere oporteret, quae per regulas notas 
eruuntur. Ex a et cJ longitudo et latitude 2 et (3 per regulas notas infra quoque 
tradendas deducentur; ceterum patet, JL conuenire cum longitudine nonagesimi , at- 
que 90^ -^jS cum eiusdem altitudine. 

60. 

Designantibus x^ y , z distantias corporis coelestis a triblis plauis in Sole 
sub angulis rectis se secantibus; X, Y, Z distantias terrae (sine centri siue puncti 
in superficie) ab iisdem planis: patet, x — X, j- — F", z — Z fore distantias corpo- 
ris coelestis a tribus planis illis parallele per terram ductis, basque distantias ad 
distantiam corporis a terra ipsmsque locum geocehlricum *), i. e. situm proiectionis 
rectae a terra ad ipsum ductae in sphaera coelesti, relationem eandem habituras, 
quam x, y^ z habent ad distantiam a Sole locumque hehocentriciun. Sit A distan- 
tia corporis coelestis a terra; concipiatur in sphaera coelesti perpendiculum a loco 
geocentrico ad circulum maximum, qui respondet piano distantiarum je, demissum, 
sitque. a distantia intersectionis a polo posiduo circuli maximi, qui respondet piano 
ipsarum a:, denique sit b longitudo ipsius perpendiculi siue distantia loci geocentrici 
a circulo maximo distantiis z respondente. Tunc erit b latitude aut declinatio geo- 
centrica, prout planum distantiarum z est ecliptica aut aequator; contra a +jiV lon- 
gitudo seu ascensio recta geocentrica, si N designat in casu priori longitudinem in 
posteriori ascensioncm rectam poli plani distantiarum x, Quamobrem erit 

^ X — X=: A cost cos a 
y — K;^A<^s6sina 
z — Z == A sinfi 

Duae priores aequationes dabunt a atque A cost; quantitas posterior (quam posi- 
tiuam fieri oportet) cum aequatione tertia combinata dabit b atque A. 



*) In sensu latiori: proprie enim haec cxprcssio Ad cum casam refertar, vbi recta terrae cen^ 
iro dadtar. 

8 
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58 LiBR. I. Sect. II. 

6i. 

Tradidimus in prae^edentibus methodum facillimam , corporis coelestis lo- 
cum geocentricum respectu eclipticae aeu aequatoris , a parallax! liberum sine ea 
afiecttun , ac perinde a nutatione liberum seu ea affectum determinandi. Quod enim 
attinet ad nutationem, omnis differentia in eo versabitur, Ttrum aequatoris positlo- 
nem mediam adoptemus an veram, adeoque, in casu priori longitudines ab aequi- 
noctio medio, in posteriori a yero numeremus, sicuti in casu illo eclipticae oblir- 
quitas media, in hoc vera adhibenda est Ceterum sponte elucet., quo plures ab- 
breuiationes in calculo coordinatarum introducantur , eo plures operationes praeli- 
minares esse instituendas : quamobrem praestantia methodi supra ^xplicatae, coor- 
dinatas immediate ex anomalia excentrica deducendi, tunc potissimum se manifesta- 
bit, \hi multos locos geocentricos determinare oportet: contra quoties vnus tantum 
locus computandus esset, aut perpauci, neutiquam operao pretium foret, laborem 
tot quantitates auxiliares calculandi suscipere. Quin potius in tali casu metliodum 
Tulgarem baud deserere praestabit, secundum quam ex anomalia excentrica dedu- 
citur vera atque radius rector; hinc locus heliocentricus respectu eclipticuie; bine 
longitude et latitude geocentrica, atque hinc tandem rectascensio et declinatio. .Ne 
quid igitur hie deesse yideatur , duas yitimas operationes adhuc breuiter explicabimus« 

63. 

Sit corporis coelestis longitudo heliocentrica Jl, latitude fi; longitude geo- 
centrica /, latitude ft, distantia a Sole r, a terra A; denique terrae longitude he- 
fiocentrica Z/, latitude -B, distantia a Sole H. Quum non statuamus jBi=:6, for- 
mulae nostrae ad eum quoque casum applicari potenmt, ybi loci heliocentrid et 
geocentricus non ad eclipticam sed ad quoduis aliud planum referuntur, mode de- 
neminationes lengitudinis et latitudinis supprimere oportebit: praeterea parallaxeos 
ratio statim haberi potest, si mode locus heliocentricus terrae non ad centrum sed 
ad locum in superficie immediate refertur. Statuamus porre rcosff ==r, Acos&=: A^, 
RcosB^=zJi^. lam referendo locum corporis coelestis atque terrae in spatie ad 
tria plana , quorum ynum sit ecliptica , secundumque et tertium polos sues habeant 
in longitudine N et iV+ge*, protinus emergent aequationes sequentes: 

r'cos(;i— iV) — lUcosiL^N) = A'cos(/— iV) 
rsin{X—N) — . H'sm^L—N) = A'sin(/~iV) 
r tang/S — Ittea^B = A'tangfi 
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Tbi angoluft N omnino arbitrarius est. Aequatio prima et secunda statim determx- 
nabunt /— iV atque A', Tnde et ex tcrtia demanabit 6; ex 6 et A' hubebis A. lam 
Tt labor calculi quam commodissimus euadat^ angulum ai*bitrarium N tribus modk 
sequentibus determinamus : 

r r 

I. Statuendo Nz=zL^ faciemus -^ain(^ — L) =P, -^ cos(Jl— Z^)— i 

=:Q, inuenienturque / — L^ w atque 6 per formulas 

tang (/—/>) =-Q- 

AV _ P Q 

It "" 8in(/ — Z/) " cos(/ — L) 



r 



-^iajigfi — tangjB 
tang6= ^7 

Jt! It 

n. Statuendo iV=;i, faciemus — 7-8in(A — Zr)=P, i— -j7-co»(A— J>)=<?, 

eritque 

P , 

tang(/— A)=-Q- 

A^ P Q 

t' ^ 8in(/— ;i) "" cos(/— jl) 

It 

tang/ff- — -/— tang5 

• tang6= — ^7 

r 

in. statuendo iV = 4(Jl+Z/), inuenientur / atque A' per aequationes 

/— 4(^+1^)) =-7ir^tang4U~z;) 

^^ (/+ig^)8ini(>t— /.) . (/— jg;)co8i(;i— z.) 

^ ~ sin(/— iU+Z.)) " co8(/— 4(;i+/.)) 

-ac dein h per aequationem supra datam. Logarithmus fractionis / p^ commodq 

It r A-It 

calculatur, si statuitur — r- = tang^, vnde fit — ZZW = tang(45^+ J). Hoc 

modo methodus m ad determinatlonem ipsius / aliquanto br^uior ^^^ quam I etll^ 
ad operationes rdiquas autem has illi praeferendas censemus. ^ 



Digitized by 



Google 



6o LiBR, I, Sect. II. 

63. 

4 Exempli caussa calculum in art. 5i vsque ad locum heKocentriculn produ- 

ctum vlterius continuamus. Respondeat iUi loco longitudo heliocentrica terrae 

2i"i9'49''o5=Z/, atque log i2 =9,9980979; latiludinem JB statuimus =0. ' Habe- 

7nus itaque }, — £/ == — ly'^sd'ao^oy, log iZ'^: log/?, adeoque secundum methodum II, 

log— 9>67298i3 log{x — Q) 9,6526258 

logsin(^ — L) 9,4758653 n 1 — Q = 0,4493925 

log cos (^ — L) 9^9796445 Q = 0,5506075 

logP 9,1488466 n 

logQ 9,74o842i 

Hinc /— ;i =— i4**2i'6''75 vnde / =552*34'22''23 

A' 
log — r-.,... 9,7546117 vnde log A'... 0,0797283 

logtangjg.^ 8,8020996 n log cos 6 9?9973i44 

logtang6.... 9,0^74879 n log A o,o824i39 

b = — 6'2i'55''o7 

Secimdum methodum IQ ex logtangf =:9,67298i3 habetur f=25** i5'6''3i, adcoqne 

log tang (45*+ f) 0,4441091 

log tang 4 (^ — Zy) 9,1848938 n 

logtang(/ — i^ — iZ/)... 8,6290029 n 

/— iJl—iZ. = —25^3' 16^79 I 

U+iL = 153739,015 1 ^'ndc7 = 352'34'22-^225 

64. 

Circa problema art 62 scquentes adliuc obseruationes adiicimus. 

I. Statuendo in aequatione secimda illic tradita-Ar= Jl, A"=Z/, iV=/, prodit 

i2'sin(;i^Z.)=A'sin(/— i); / sin (i -^ Z/) = A' sin (/—/.); r'sin(/-;i)=/i'sin(/-Z.)i 

aequatio prima aut secunda commode ad calculi confirmationem applicatur, si me- 

thodus I aut II. art. 62 adhibita est. Ita habetur in exemplo nostro 

logsin(;i— Z.) 9,4758655 n 7— Z/=— 5i"45>6"82 

A' 
log— ^ .9,7546117 

9,7212536 n 
log5in(/— Z/) 9,7212536 n 
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n. Sol duoqiie in piano eclipticae puncta, quae sunt proiecliones loci cor- 
poris coelestis atque loci terrae, triangulura planum formant, cuius latera sunt 
A% -R', r, angidique oppositi vel ^ — Z/, / — jl, 180° — l+L^ vel L — ),, 2 — /, 
180** — Zf+l: ex hoc principio relationes in I traditae spontc sequuntur, 

III. Sol , locus verus corporis coelestis in spatio , locusque yerus terrae aliud 

triangulum formabunt, ruius latera erunt A, H, r: angulis itaque liis resp. oppo- 

r. ^ « o ^ ^ , . . sin aS sin Z' sin (S+ T) 
sitzs per 5, T, \%q\—S—T denotatis, erit ""X~~ ~R^ ~ 'r ^^^'^ 

num huius trianguli in sphaera coelesti circulum maximum proiiciet, in quo locus 
heliocentricus terrae, locus lieliocentricus corporis coelestis eiusdemque locus geo- 
.centricus siti erunt, ei quidem ita vt distantia secundi a primo, tertii a secundo, 
tertii a primo, secundum eandem directionem numeratae, resp. sint «S, T, S-^-T. 

rV. Vel ex notis variationibus difierentialibus parlium trianguli plani, vel 
aequo facile e formulis art 62 sequentes aequationes differentialcs deriuantur : 

dA'——rshi{A^l)d2+co8{X—l)dr 

r cos 6 sin 6 sin (Jl — /) , . rcosb* 

d& = A^ ^^ + A-'^^^ ^^ + 

cos 6* , 

— ^7 — (tang^ — cos(^ — /)tang&)dr 

vbi partes quae continent dr', dA' per 206260 sunt multiplicandae , vel reCquae per 
206265 diuidendae, si mutationes angulorum in minutis sccundis exprimuntur. 

V. Problema inuersum, scilicet determinatia loci heliocenti^ici e geocentrico 
problemati snpra euoluto prorsus analogum est, quamobrem superfluum foret, illi 
amplius inhacrere. Onmes enim formulae art. 62 etiam pro iUo problemate valent, 
si modo omnibus quantitatibus quae ad locum corporis coelestis geocentricum spe- 
ctant cum analogis iis quae ad geocentricum referuntur permutatis , proZ/, B resp* 
aubstituitur L+iSo*, *^^y siue quod idem est pro loco heliocentric© terrae geo- 
eentricus solis accipitur. 

65. 
Etiamsi in eo casu, vbi ex elementis datis paucissimi taatum loci geocen- 
tric! sunt determinandi , onmia artificia supra tradita , per quae ab anomalia excem- 
trica atatim ad tongitudinem et ktitudinem geocentricam , vel adeo ad rectascensio-- 
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nem ei declinationem , transire licet, in vsum vocarc rix operas pretium rit, quo- 
niam compendia inde demanantia a multiiudine quantilatum auxiliarium antea com-* 
putandarum absorbcrentur : semper tamen contractio reductionis ad eclipticam cum 
calculo longitudinis et latitudinis geocentricae lucrum baud spemendum praestabit 
Si enim pro piano coordinatarum z aasumitur ipsa ecliptica, poli antem planorum 
coordinatarum x, y coUocantur in longitudine A> 90*+^, coordinatae facillime abs- 
que rlla quantilatum auxiliarium necessitate determinantur. Habetur scilicet 



xzizrcosu 



y=:rcosisxnu 
2 = rsinisin£^ 



jp — X=A'cos(/— ft) 
z — Z=A'tang6 



x=zjt:co8(L—a) 

r=:/fsin(Z.— Ji) 
ZsiZ'tangjff 

Quoties Sz=zOj est Hf:=lly Z z=ro. Secundulm has formulas exemplum nostrum 
numeris sequentibus absoluitur: L — Ji = 2i3*i2'o''5a 

logr 0,3259877 logi?' 9>998o979 

logcosii 9,g824i4i n logcos(// — ft).. ..9,9226027 n 



Hinc fit 



log sin ^ 9,4 454714 n 

logar o,5 o84oi8 n 

logrsini^ 9,7714591 n 

log cos i 9,9885266 

log sin i 9,5557570 

logy •S»7599857 n 

logz 9,1272161 n 

Iog(jp— -X) 0,0796906 n 

log{y—Y) 8,4807165 n 

vnde (/— ft)=i8i*26'35'49 

log A' 0,0797283 

logtang&.... 9,0474876 n 



log sin (/y — ft)... .9,7584355 n 
logX. 9,9207006 n 



log F. 9,7365332 n 

Z = o 



/ = 352*34'22"22 



b = — 6 21 55,06 



66. 
£ longitudine et latitudine puncti cuiusuis in sphaera coelesti eius rectascen- 
sio et declinatio deriuantur per solutionem trianguli sphaerici, quod ab illo puncto 
polisque ai^dcis eclipticae et aequatoris formatur. Sit e obliquitas eclipticae, /Ion- 
gitudo, b latitude, a ascensio recta, S declinatio, eruntque trianguli latera Cp 
go"* — 6, 90® — Sy pro angulis lateri secundo et tertio oppositis accipere licebit 90®+ a, 
90^^ — / (siquidem trianguli sphaerici ideam maxima generalitate condpimus); angu* 
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KSIiATIOKSS AD LOCVM SIMPLICSM IK SPATIO SPECTANTBS. 65 

lum tertium later! e oppositum statuemus =90*— JS. Habebimus itaque per for- 
aiiulas art. 54. 

ain(45^— i(y)sin4(i5+a) =sin(45'*+l/)sin(45*— i(f+6)) 
sin(45'— i^)cosi(jB+a) = cos(45'+i/)cos(45''— i(6>-i)) 
cos(45'— iJ)8mi(J5— a)=co5(45*+i/)sin(45*— i(€— )) 
cos(45^-.4^)cosi(JB— a) = 8in(45*+i/)cos(45**— i(«+6)) 
Aequktiones duae primae dabunt i(jB+a)atquesin(45'*-7-i(y); duae vltimae i (jB — or) 
atque cos (45* — iS)y ex i(JB+a) et 4(JS — a) habebitur a simulque £; ex 
3in(45* — iS) aut cos(45*— iiJ), quorum consensus calculo confirmando inseruiet, 
determinabitur 45* — \S atque hinc cJ. Determinatio angulorum i(-E+«)> i{E — a) 
per tangentes suos ambiguitati non e^ obnoxia, quoniam turn sinus turn cosinus 
anguli 45*— i<J positiuus euadere debet. 

Mutationes differentittle's quantitatum a, <J e mutationibus ipsarum /, b se-*- 
cundum principia nota ita inueniuntur: 

sln^cosfr cos-B 

da= T d/ — ]s— da 

cos a cosd 

d<^=cosi?cos6d/+ S3n£d6 



67. 

Methodus alia, problema art praec. soluendi, ex aequationibus 

cos^sin/ s= sin£tang6 + cos/tangce 

mkS =; cos ^ sin 6 -)- sinecos^sin/ 

cos6cos/= cosacos<^ 

petitar. Determinetur angulus auxiliaris 6 per aequationezn 

tang 6 
taPg<?= ^i I entque 

cos (^+6) tang/" 

**"««= — ^(? 

tang (^ = sin a tang (6 + <9) 

quibos aequaticHiibus ad calculi oonfirmationem adiici potest 

^ cosbcosl , ft cos(f + ^)cosJsin/ 

cos a = siue coso = 



OXU.V X>VO V — >l • 

cosa cosasma 

Ambiguitas in detenninatione ipsius a per aeqn. secundam eo toUItar^ qUod cos a 
et cos/ eadem signa habere debent 
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Haec methodus minus expeclita est, si praeter a.et S eliara E desideratur : 

formula commodissima ad hunc angulum dclerminandum tunc erit cos JJ= r — 

*^ cos o 

sin € cos / 



/ Sed per banc formulam E accurate computari nequit, qubties dlcos£ 

parum ab mitate differt; praeterea ambiguitas remanet, Ttrum E inter o 'et 180* 
an inter 180** ct 560** accipere oporteat Incommodum prius raro vllius momenti 
est, praesertim, quum ad compulandas rationes differentiales vltima praecisio in va- 
lore ipsius E non requiratur: ambiguitas vero ilia adiumento aequationis cos 6 cos c^ sin £ 
=:cos^ — siQ&sin^ facile toUitur, quae ostendit E inter o et 180**, vel inter i8o® 
ct 360** accipi dcbere, prout c6s^ maior fuerit vel minor quam sin b sin S: mani- 
festo hoc examen ne necessarium quidem est, quotics alteruter angulorum by S hr- 
mitem 66^52^ non egreditur: tunc enim sIn-E semper fiet positiuus. Ceterum ea- 
dem aequatio in casu supra addigitato ad determinationem exactiorem ipsius Ey si 
operae pretium ridetur, adhiberi poterit. 

68. 

Solutio problematis inuersi, puta det^minatio longitudinis et latitudinis ex 
asccnsione recta et declinatione, eidem triangulo sphaerico superstruitur : formulae 
itaque supra traditae huic fini accoramodabimtur per solam permutationem ipsius b 
cum Sy ipsiusque / cum — ce. Etiam has formulas, propter Tsum frequentem, hie 
apposuisse baud pigebit: 

Secundum methodum art. 66 habemus 
5in(45°— i6)sini(^— /) = cos(45^+ia) sm (45'— i(^+cJ)) 
sin(45°— i6)cosi(^— /) = sin(45^+ia)cos(45^ — i(6— ^)) 
cos(45'— iJ)sini(JB+/) = sin(45'*+ia)sin(45'— i(fi— (J)) 
cos(45°— i6)cosi(i;+/) =cos(45°+ia)cos(45*'— i(« + <J)) 
Contra ad-instar methodi alterius art 67 determinabimus angulum auxilia- 
rem ^ per aequationem 



, entque 



^' sma ' 

cos a — 5) tang a 

*^s^= ^^ 

tang & == sin / tang (^ — e) 
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Ad calculi confirmationem adiungi poterit 

cos^cosg cos(^ — e ) cos S sin a 

cos sr ————— rs ^ . — J — 

cos/ cos (? sin/ 

Pro determinatione ipsius E inserulent perinde Yt in art. praec. aequationo^ 

si n € cos a sin e cos / 

cos E = ■ J- 2= "■ 5*"^" 

cos b cos o 

coshcosSsinE =: cose — sin&sin<^ 

Variationes ^fierentiales ipsarum /, b hisce formulis exlubebuntur: 

smEcosS , cosJS , ^ 

d/ = T da + 7- d<J 

cos 6 cos 6 

d6 = — cosJScos^da + sin£d(^ 

Exempli caussa ex ascensione recta 555* 43' 45" 5o =a, declinatione 
— 8'47'25'' =<y, obliquitate eclipticae 2^2'j' Sq fiG :=,€ longitudinem et latitudinem 
computabimus. Est igitur 45° + ia=:2aa'*5i'52'65, 45"*— i(e+cf) =37'59'43'87, 
45"* — iC^— ^) =28'' 52' 17" 87; bine porro 

log cos (45° +i a) 9,865o82o n logsin(45*'+ia) 9,85268o3 n 

log sin (45*— J (fi+ S)) .9,7860418 log sin (45*— i (fi— S)) 9,6838iia 

log cos (45' — 4(« + <J)) 9,8985222 log cos (45** — \{e — rf)) 9,9423572 

log sin (45^— 46) sini (£-—/) 9,65ii238 n ^~ 

logsin(45*' — ib)cosi{E — /) ...9,7750375 » 

mde 4(^— /)=2i6^56'5*59; logsin(45'— -46) =9,8725171 

logcos(45*' — i6)sini(jB+/) 9,5164915 n 

logcos(45''— ii6)cosi(ii;+/) 9,7656042 n 

mde 4(J5+/)=209"56'49"94: logcos(45''— 46) = 9,8259669 
Fititaque J5=426*26'55''55,/=— 7'*25'i5'45, sine quod eodem reditJE= 66*2 6'55''35, 
/= 552* 54' 44" 55 J angulus 45"* — ib e logarithmo sinus habetur 48'io'58''i2, elog- 
arithmo cosinus 48' 10' 58'' 17, e tangente, cuius logarithmus illorum difietentia est 
48'io'58''i4j hinc 6 = — 6*2i'56'28- 
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Secundum methodum alteram calculus ita ae habet: 

logtangJ......9,i893o62 n Clogcosf 0,5636190 

logsing 8,8719792 n logcos(f— e) 9,8789705 

logtangj 0,3173270 logtangg 8,8751869 n 

K = 64* 17' 6" 83 logtang/ 9,11*7762 n 

^— e = 4o 497,57 / = 352^54'44*5o 

log sin/....: 9,1111232 n 

logtang ( j:~ e) 9,9563874 

logtang^ 9,0476106 n 

b^ — 6°2i'56'26 

Ad delerminandum angulum E habemus calculum duplicem: 

log sine 9,6001 144 log sine 9,6001 144 

logcosa 9^9987924 log cos/. 9>996547o 

Clog cos 6 0,0026869 Clog cos (J. o,oo5i5i3 

logcosjB^. 9,6016927 logcos.^ ...9,6016927 

vndeiS = 66° 26' 66" 55 

70^ 

Ne quid eorum,; quae ad calculum locorum geocentricorum requiruntur, hie 
desideretur, quaedam adhuc de parallaxi atque aberratione adiicienda sunt Me- 
thodum quidem supra iam descripsimus , secundum quam locus parallaxi affectus^ 
i. e. cuilibet in superficie terrae puncto respondens, immediate maximaque facilitate 
determinari potest: sed quum in methodo Tulgari in art 62 et sequ. tradita locus 
geocentricus ad terras centrum referri soleat, in quo casu a parallaxi liber didtur, 
methodum peculiarem pro determinanda parallaxi ^ quae est inter ytrumque locum 
differentia, adiicere oportebit. 

Sint corporis coelestia longitudo et latitudo geocentrica respectn centri ter- 
rae ^, j9> eaedem respectu puncti cuiusuis in superficie terrae Ix ^] distantia cor- 
poris a terrae centro r, a puncto superficiei Aj denique respondeat in sphaera 
coelesti ipsr zenith huius puncti longitudo Z/, latitudo By designeturque radius ter- 
rae per 72*. Sponte iam patet, omnes aequationes art 62 etiam hie locum ess^ ha- 
bituras; sed notabiliter contrahi poterunt, quum R hie exprimat quantitatem prae 
r et A tantum non euanescentem. Ceterum eaedem aequationes manifesto etiam- 
num valebunt, si jj, /, Z/ pro longitudinibus ascensiones rectas, atque /ff, 5, B 
pro latitudinibus decMnationes exprimunt In hoc casu / — jl, 6—^ erunt parallaxes 
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ascensionis rectae et dedinatio&is , .in iUo vero parallaxes longitudinia et latitudinls. 

Quodsi iam JR vt quantitas primi ordinis tractatur, eiusdem ordinia crunt / — i^ 

h — fiy A—^ry neglectisque ordinibus superioribus e formulis art. 63 facile deri- 

Tabitur: 

JgcosJ98in(;[ — L) 

rcosfi 



I. /— Jl = 



n. t— iS= -^ i^-ftang^cosC^—Z.)— tangJBJ 

HI- A — r = — RcosB sin^S f cotang/?cos(;i — L) + tang^J 



Accipiendo angulum auxiliarem (9 ita vt fiat tang 
iri formam sequentem nanciscuntur r 

R cos B cos (X — L) sin (ff — $) 
rcosd 



tangB 
7os(;i— Z.) * aequationesll, 



II. i— iff = 



Jgsin^sinQg— tf) 
rsind 
RcobBcosjX — L)co8(fi—€) AsinB c M(fi^ff) 

ni. A— '•= ^^;^ = ^-^ 

Ceterum patet, vt in I et 11 / — X et b — fi in minutis secundis obtineantur^ proJt 
accipi debere parallaxem mediam solarem in minutis secundis espressam; in III 
Tero pro R eadem parallaxis per 306260* diuisa acdpienda est. Tandem nuUo 
praecisionis detrimento in valoribus parallaxium pro r, ^, j9, adhibere licebit A, /, 6, 
quoties in problemate inuerso e loco parallaxi afiecto locum ab eadem Uberum de^ 
terminare oportet. 

Exemplum. Sit ascensio recta Solis pro centro terrae 32o®46'44''65r=:Jl, 
declinatio — 15*49'43'94 =/9, distantia 0,9904311 =:rj porro tempus sidereum in 
aliquo loco in terrae superficie gradibus expressa 78"2o'38"=:Z/, loci eleuatio poli 
45*27'57'' =:-B, parallaxis media Solaris 8*6= A Quamtur locus Solis ex hoc 
loco visus, distantiaque ab eodem. 



logi? 0,93450 

logcos-B..... 9,84593 

C.logr o,oo4i8 

Clog cos jff .0,01679 

logsinCJi—Z/)....... 9,78508 

log(/— ;i) o,58648 

l—X = + 3''86 

/ = a2o^46'48*5i 



log A.. 0,93450 

log sin JS 9,85299 

C.logr 0,oo4i8 

Clog sin (9 o,io3i7 

logsin(/g — ff) 9,77152 n 

log(6— i8) 0,66627 ^ 

6-/8 = — 4*64 

6 = — i5*49'45''86 
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log tang j9 0,00706 I^g(ft — i^) 7.0,66627 n 

log cos (Jt — V) 9 ^89909 n logcot(^ — G) o,i3522 

logtangtf 0,10797 n logr 9^99582 

6 = l27^5/o'' logi" 4,68557 

^_^=-.ii3^46'i4' log(r— A) 5,48288 ;/ 

r— A = — " o^oooo5o4 
.A = o,99o46i5 

Aberratio fixai'um, nee non pars ea aberrationls planetarmn et cometarum 
quae soli motui terrae debetur, oritur inde, quod cum terra integra tubus moue- 
tur, dum radius luminis ipsius axem opticum percurrit Corporis coelestis locui 
obseruatus (qui et apparens seu aberratione afiectus dicitur) det^nninatur per situm 
axis optici telescopii ita coUocati, vt radius luminis ab illo egressus in via sua 
vtramque huius axis extremitatem attingat: hie autem situs diuersus est a situ vero 
radii luminis in spatio. Distinguamus duo teniporis momenta /, t\ \hi radius lu- 
miniis extremitatem anteriorem (centrum vitri obiectiui), vbique posteriorem (focum 
Titri obiectiui) attingit ; sint harum extremitatum loci in spatio pro momento priori 
tf, dj pro posteriori a^ b\ Tunc patet, rectam cd/ esse situm verum radii in spa^- 
tio, loco apparenti autem respondere rectam ab yel a' 6^ (quas pro parallelis ha- 
bere licet): nulio porro negotio perspicitur, locum apparentem a longitudine tubi 
non pendere. Differentia inter situm rectarum 6' a, ba est aberratio qualis pro stel- 
Ks fixis locum habet: modum eam calculandi hie tamquam notum silentio transi- 
mus. Pro stellis errantibus autem ista differentia nondum est aberratio completa: 
planeta scilicet, dum radius ex ipso egressus ad terram descendit, locum suum 
ipse mutat, quapropter situs^ huius radii non respondet loco geocentrico vero tem- 
pore obseruationis. Supponamus, radium luminis qui tempore t in tubum mpih- 
git tempore T e planeta e^essum esse ; designeturque locus planetae in spatio tem- 
pore T per P> tempore t autem per pj denique sil ji locus extremitatis antece-; 
dentis axis tubi pro tempore T. Tunc patet 

1* rectam j4P exhibere locum verum planetae tempore 2T 

a* rectam op autem locum verum tempore /. 

S"* rectam ba vel b'a locum apparentem tempore t vel ^ (quorum differen- 
tia ceu quantitarf infinite parua • spectarr potest).. 

4* rectam 6 a eundem locum apparentem' ab aberratione fixarnm purgatunu 
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lam puncta P, a, 6' in linea recta iacent, eruntque partes Pa^aH proper- 
tionalea temporum interuallis / — T, ^— •/, siquidem motus Iitmims celeritate mi- 
£>rini peragitur. Temporis intervaHum £ — T propter immensam luminis velocita- 
tern semper est perpwruiim, intra quod motum terrae tanquam rectilineum ac cele- 
ritate miformi peractum supponere licet: sic etiam A^ a, a in directum iaoebunt, 
partesque Aa^ ad quoque interuallis t — T^i — ^ proportionales erunt, Hinc fa- 
cile concluditur, rectas AP ^ b'd esse parallelas, adeoque locum primum cunt ter- 
tio identicum. 

Tempus t — T erit productum distantiae Pa in 495", intra quod himen 
percurrit distantiam mediam terrae a Sole, quam pro vnitate accepimus. In hoc 
calculo pro distantia Pa etiam PA vel pa accipere licebit, quum difierentia nul-- 
lius moment! esse possit. 

Ex his principiis tres demanant method!, planetae vel cometae locum ap»- 
parcntem. pro quouis tempore t determininandi , e quibus modo hanc modo illam 
praeferre cohueniet* 

I. Subtrahatur a tempore proposito tempus intra quod lumen a planeta ad 
terram. descendit : sic prodibit tempus reductum- 2\ pro quo locus verus more so- 
lita computatus cum apparente pro t identicus ,4^it. Ad computum- reductioni* 
temporis t — T distantiam a terra nouisse oportct; plcrunxque ad hunc finem. sul>- 
sidia qonmioda non deerunt e. g. per ephemeridem vel leui tantum- calamo calcu^ 
latam, aUoquin distantiam veram pro tempore t more solito sed neglecta praecir- 
tiona nimia per calculum praeliminarem determinare sulficiet.^ 

H. Computetur pro tempore proposito t locus verus atque distantia, ex Hac* 
reductio temporise — T, atque hinc adiiunento motus diurni (in longitudine et lati- 
tttdine vel in ascensione recta et declinatione) reductio loci veri ad tempus Ti 

in. Computetur locus heliocentricus terrae quidenrpro tfempore ti locus he- 
liocentricus planetae autem pro tempore Ti dein ex horum combinatione more so— 
lita locus geocentricus planetae, qui aberratione fixarum (per m:ethodum notam^ 
eruenda sine e tabulis depromenda) auctus locum apparentem quaesitum suppeditabit. 

Methodus secunda, quae vulgo in vsum vopari solet, co quident prae reli- 
quis se commendat, quod ad distantiam determinandam. numquam opus est ealcula 
duplici, attamen eo laborat incommodo, quod adhiberi nequit, nisi plures- loci vi- 
cini vel calculentur vel ex obseruatiombus ianv iunotuerint; alioquin enim motum 
diurnum pro- dalo habere Hon Kceret. 
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Incommodum , quo methodus prima et tertia premuntur*, plane tollitor quo- 
tier^pktre? loci sibi vicini calculandi sunt. Quam primum cnim pro quibusdam 
distantiae iam innotuemnt, percominode et praecisione sufficiente distantias pro- 
xime sequentes per subsidia trita concludere licebit Ceterum si distantia eat nota 
methodus prima tertiae ideo plerumque praeferenda erit, quod aberratione fixarum 
opus non habet; sin vcro ad calculum duplicem refugiendum est, tertia eo se 
commendat, quod in calculo altero locus terrae saltern retinendus est 

Sponte iam se offerunt, quae ad problema inuersimi requiruntur, puta si 
e loco apparente verus deriuandus est Scilicet secundum methodum I retinebis lo- 
cum ipsum immutatum, sed tempus t^ cui locus propositus vt apparens respondet 
conuertes in reduc^m T, cui idem tamquam verus respondebit Secundum me- 
thodum n retinebis tempus /, sed loco proposito adiicies motum intra tempns / T 

quasi istum ad tempus t+.(t — T) reducere yelles. Secundum methodum III locum 
propositum ab aberratione fixarum liberatum tamquam locum veruln pro tempore 
T consi4erabis, sed terrae locus verus tempori t respondens retinendus est ac si 
ad istud pertinefet Vtilitas methodi tertiae in Libro secundo clarius elucebit 

Ceterum, ne quid desit, adhuc obseruamus, locum Solis ab aberratione 
perinde a£Bci ac lociun planetae: sed quoniam tum distantia a terra tum motus 
diumus propemodum sunt constantes, aberratio ipsa semper valorem tantum non 
constantem obtinet motui medio solis in 493" aequalem, adeoque rsao'sS, quae 
quantitas a longitudine vera subtrahenda est vt media prodeat Valor aberrationis 
exactus est in ratione composita distantiae et motus diumi , sine quod eodem re- 
dit in ratione inuersa distantiae, vnde ille valor medius in apogeo o*54 diminuen- 
dus in perigeo tantumdem augendus esset Ceterum tabulae nostrae solares aber- 
rationem constantem — 20* 25 iam includunt; quapropter ad obtincndum longitudi- 
nem'veram tabulari ao'fiS addere oportebit 

72. 
Finem huic Sectioni imponent quaedam problemata, quae in detcrminatione 
orbitarum planetarum et cometarum vsum frequentem praestant Ac primo quidem 
ad parallaxem reueniemus, a qua locum obseruatum liberare in art 70 docuimus. 
Talis reductio ad centrum terrae, quimi planetae distantiam a terra proximo saltern 
notam supponat, institui nequit, quoties planetae obseruati orbita omnino adhuc 
incognita est Attamen in hoc quoque casu finem saltem eundem assequi licet, cuius 
caussa reductio ad centrum terrae suscipitur, ideoscihcet, quod hoc centre in piano 
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ecbpticae iacenle yel iacere supposito plures formulae maiorem siinplicitatem et con-* 
cinnitatem nanciscuntur, quam si obseruatio ad punctum extra planum eclipticae 
referretur. Hoc itaque respectu nihil interest, vtrum obseruatio ad centrmm terrae 
an ad quoduis aliud punctimi in piano eclipticae reducatur. lam patet, si ad hune 
finem pimctum intersectionis plan! eclipticae cum recta a planeta ad locum yenim 
obseruationis ducta eligatur, obseruationem ipsam nulla prorsus reductione opus ha- 
bere, quum planet a ex omnibus punctis illius>rectaeperind&Yideatiir^): quamobrem 
hoc punctum quasi locum fictum obseruationis pro vero substituere licebit. Situm 
illius puncti sequentl modo determinam'us. 

Sit corporis coelestis longitudo Jl> latitudo ^, distantia A, omnia respectu 
loci veri obseruationis. in terrae superficie, cuius zenith respondeat longitudo /, la- 
titudo 6; porro sit ft semidiameter terrae, Z/ longitudo hehocentrica centri terrae, 
B eiusdem latitudo , R eiusdem. distantia a Sole '^ denique U longitudo heliocentrica 
loci ficti, K ipsius distantia a Sole, A + <J ipsius distantia a corpore coelesti. Tunc 
nullo negotio eruentur aequationes^ sequentes^. denotante N angulum arbitrarium :: 
i?cos(Z/'— iV)+^cos/2cos(;i: — A')=/2cosJBco&(Z:.— •JV)+>rcos6cos(/— -iV) 
JTaniL'—N) +Scosfi8in{X—N) =RcosB sin(Zi— 2V)+ircos6sin(/— A') 
^sin^=iZsin£+^sin6 
Statuendo itaque I. (RsinB+ft sin b) cotang fi 2=:fi, erit 

II. B!cos(JJ — N)=:RcosBcos{L — N) +/rcos6cos(/ — iV) — ficosijL—N) 
m. R:8in{L''^N) =i2cos-Bsin(Z:/— iV)+^cos6sin(/— iV)— ^sin(Jl— iST) 

cosp 

Ex aequationibus II, III determinari poterunt R'^ et Z/', ex IV interuallura 
temporis tempori obseruationis addendum quod erit minutis secundis =493^. 

Hae aequationes sunt exactae et generales, poteruntque tunc quoque adhi- 
beri, vbi pro piano ecliptica aequatore substituto Ly L^^ /, X designant ascensiones^ 
rectas, JB, &, ^ decHnatibnes- Sed in casu de quo hie potissimum agimus, scili- 
cet vbi locus fictus in ecliptica atus esse debet,, exiguitas quahtitatum B, n^ V — L* 
adhuc quandam formiilarum praecedentium contractionem permittit. Poterit enim 
pro ft assimii parallaxis media Solaris ,^. B pro sin B ^ 1 pro cos^ et cos {U — U)y 

*) Si yldma praecisio desidcraretur, interuallum: tempori« , intra* qaod lumen a* vera loco ob- 
•eruationis ad £ctum «eu ab hoc ad illam delabitur, tempori proposilo vel addere ▼©! inde subdu- 
cerc oporteret, siqnidem de locis aberratione aflectis agitur: sed haec differentia vix rllius moment! 
cue potest, imi Jalitado perparua fuerit. 
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U^^L pro 8in(Z/'-~i). Ita faclendo iV=Z/, ibrxnulae praecedentes aasumunt 
formam sequentem: 

I. /i=(2lB+^sin6)cotang|8 

II, J?'=:jR+>rco86cos(/ — Z/) — ^cos(Jl— £/) 
TTT r> r jrcos6sm(/ — Z/) — yU8in(Jl-~I/) 

in. Zy ~ Lt SI ^ jy 

Proprie qnidem hie -B, ^, ZJ-^^L in partibus radii exprimendi sunt; sed palet, ai 
ilH anguli in minutis secundis exprimantur, aequationes J, III sine mutatione reti* 
neri posse y pro II autem substitui debere 

zy ^ . ^ cos b cos {I — L) — ^co sCJt — L) 

Ceterum in formula III pro denominatore Sf absque errore sensibili semper adhibere 
licebil H. Reductio temporis autem, angulis in minutis secundis expressiS| fiet 
_ 495 V 

"aoGaeF'^cos^' 

75. 

Exemplum. Sit jl =:354*44'54% /9=--4^59'32% /=24*29, i = 46^^55; 
28'54'', ^=+o''49, 22=0^9988839^ ir=8''6o. Ecce iam calculum: 

log/2 9^99951 log^ 0,93450 

log^ 9,69020 logsinfc 9,8653o 

log^JS 9>6897i logftsm b 0,79780 

Ilinc log(5J?+/rsin6), o,83o4o 

logcotangjg 1,05873 n 

log ft 1,88913 n 

log^ 0,93450 log/i :,i,885i3 n 

log cos 6 9>83473 logi'' 4,68557 

logi" « 4,68557 l og cos {X — Z/)...9,97886 

log cos (/ — L) ...... 9^99040 6,55356 n 

5,445ao numerus -^ 0,0003577 

Humerus + 0,0000279 
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Hinc colligitur /2'=jR + 0,0005856=0,9992695. Porro erit 

log^cosft 0,76923 log/^ 1,88915 n 

log sin (/ — L) 9,31794 log sin (^ — L) 9,4837i n 

Compl.logjR' o^oooSa C.log-^' o,ooo52 

0,08749 1,37516 

numerus + 1*22 niunerus +25''6i 

Vnde colligitur L'=^L — 22*39. Denique habetur 

log^ 1,88913 n 

C.log 206265 4,68557 

log 495 2^,69285 

C.log cos j9^ 0, 001 65 

9,2^920 72, yndc rcductio temporis =—0*186, adeoque 

nullius momentL 

74. 

Problema aliud, e corporis coelestis loco geocentrico atque situ plant crbi^ 
toe eius locum helioceniricum in orbita deriuare^ eatenus praecedenti affine esiy 
quod quoque ab intersectione rectae inter terram et corpus coeleste ductae cum 
piano positione dato pendet. Solutio commodissime petitur e formulis art. 65 , vbi 
characterum significatio haec erat: 

L longitudo terras, R distantia a Sole, latitudinem £ statuimus =0 (quum 
casus, vbi non est =0, ad hunc facile reduci possit per art. 72), vnde -R' = i?j 
/ corporis coelestis longitudo geocentrica, b latitudo^ A distantia a terra, r distan- 
tia a Sole, u argumentum latitudinis, ^ longitudo nodi ascendentis^ i inclinatio 
orbitae. Ita habemus aequationes 

I. rcosi^ — Rcos{L — i^) = A cos 6 cos (/ — Ji) 

II. rcos/sinw — /2sin(Z/-7-Ji) =:Acos6sin(/ — ft) 

III. rsinisin;^ = Asinft 

Multiplicando aequationem I per sin(Z> — ft)sin&, II per — cos(i — ft) sin 6, III per 
-— 8in(Z/ — /) cosbj fit additis productis 

costtJrin(Z>rr-ft)8in6— -sini* cosicos(£/--ft)sin6— •«iniisinisin(X/--/)co86 =:o 
Tnde 

rxT ± sin(iv — ft^sinft 

IV. tangtt = :- — 7- ?^T-V-i — . . . ^v r^ r* 

cps I cos (Jl/ — - ft ) sm 6 + sm i siu ^/y — /) cos b 
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Multipllcando aulem I per 8in(/ — Ji), II per — cos(/— Ji), prodit productis addilur 

Jlsm{L—l) 

sin 2^ COS icos (/ — SI) — cos wsin (/ — ft) 
Ambiguitas in determinatione ipsius u per aequ. IV, sponte toUitur per aequ. III^ 
quae ostendit, u inter o et 180® vel inter 180** et 56o** accipi debere, prout lati- 
tude b fuerit .positiua vel negatiua; sin vero iuerit 6=0, aequatio V docet, statu! 
debere 1^=0 yel «=i8o°, prout sin(Z/— /) et sin(/ — ft) diuersa signa habeant^ 
vel eadem. 

Computum numericum formularum IV et V variis modis per introductioneni 
anguloruni auxiliarium contrahere licet. £. g. 

tang 6 cos (Z/— ft) ^ n^ ^ sinu^tang(Z:/— ft) 
statuendo zr:^^^ 7\ = tang^, fit tangi^ = . . ^\ .. 

tang I sin (Z/ — /) ^ . cos ^ sin 6 tang (Z/ — ft) 

statuendo 77 zrz — = tang B , fit tang u = . / v \ n '- 

cos {Zj — ft) ° ' ^ sin (2/ + 6) cos* 

Perinde aequ. V per introductionem anguli cuius tangens ==: cos i tang u , vel = 

^ — : formam condnniorem nanciscitur. Sicuti formulam V e combinatione 

cos* 

aequationum I, 11 obtinuimus, per combinationem aequationum 11^ III ad sequen- 

tern peruenimus: 

J?sin(Z. — ft) 

^ sin 2/ (cos i — sinisin(/ — ft)cotang6) 

et perinde per combinationem aequationum I, III ad banc 



J? cos (Z/— ft) 

"~ co'sw — sin 22 sin I cos (/ — ft)cotang6 



Vtramque perinde vt V per introductionem angulorum auxiliarium simpliciorem red- 
dere lic^t Solutiones e praecedentibus demanantes coDectae exemploque illustratae 
inueniimtur in f^on Zach Monailtche Correspondenz f^oL V. p, 54o, quapropter 
hie euolutione vheriori supersedemus. — Si praeter 22 et r etiam dislantia A do- 
sideratur , per ^equationem HI determinari potent 

75. 

Alia solutio problematis praec. superstruitur obseruationi in art. 64 III tra- 
ditae, quod locus heliocentricus terrae, geocentricus corporis coelestis eiusdemque 
locus heliocentricus in vno eodemque circulo maximo sphaerae sunt siti. Sint in^ 
fig. 3 illi loci resp. T, Gj Ji', porro ft locus nodi ascendentis; ft 2", ft^ partes 
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eclipticas et orbitae^ CP perpendiculuTti ad ecHpticam ex G demissum^ quod igi- 
tur erit =6. Hinc et ex arcu PT=lL — / determinabitur cmgulus T atque ar- 
eas TG, Dein in triangulo sphaerico ^HT data sunt angulus Ji=:f, augulus T 
latusque Jir = Z/ — Ji, vnde enientur duo reliqua latera ^H:=zri atque TH. Tan- 

„^ ^^ ^,, RsmTG ^ R sin TIT 

doxn era lIG=m^TH t^icixie r = -^^;j2^, A= ^j^^. : : 

76. 

In art Sa variationes differentiales longitudinis et latitudinis heliocentricae di- 
stantiaeque curtatae per yariatlones argument! latitudinis u^ inclinationis i radllque 
vectoris r exprimere docuimus, posteaque (art. 64, IV) ex illis deduximus variatio- 
nes longitudinis et latitudinis geocentricae , / et 6: per combinationem itaque ha« 
rum formularum d/ et db per dw, di, dJl, dr expressae habebuntur. Sed ope- 
rae pretium erit ostendere, quomodo in hoc quoque calculo reductione loci helio- 
centrid ad ecllpticam supersedere lioeat, sicuti in art. 65 locum geocentricum im- 
mediate e loco hi'liocentrico in orbita deduximus. Vt formidae eo simpliciores eua- 
dant, latitudinem terrae negUgemus , quum certe in formulis differentialibus effectum 
sensibilem habere nequeat. Praesto sunt itaque formulae sequentes, in quibus bre- 
yitatis caussa o pro / — ^, nee non vt supra A' pro A cos 6 scribimus. 

A'cosQ =:rcosi# — JRcos(Z/ — SI) =1 '^ 

A'sino =rcosisinw — i2sin(Z/—- ft) ==:jy 

A'tang6= rsinisinw =f 
e quarum differentiatione prodit 

cosfi>.dA' — A'sino.dfii =d| 

sino.dA' + A'cosoi.do :=^dtf 

Hinc per eUminationem , 

— aino.dk ^ cos(t>.dn 
d«=: ^ 

— co8€eisin6.d| — sSnoninb.dff + eos5.d( 
do =s . ■ 

A 

Si in his formulis pro |> 7, f valores sui rite substituuntnr , dci et d6 per 
if J duj dijdJi expressae prodibunt; dein, propter d/=dii)+dft, differentia- 
lia partialia ipsarum /, 6 ita se habebunt: 
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76 LiBR. I. Sect. II. 

I. A I ""i — j = — sin « cos u + cos ci)smui 

A' /dl\ 
n. —7-1*^ — J = siniDsini^ -f cosocosi^< 

in. •: — V"d^l ^^="^^^^fi>5m«sinj 

/d/\ R R 

IV. (-j^l =l+-^COS(Z:r — Jl— 61) = 1+-^C0S(Z/ — /) 

V. A ( "j — j =: — cosfijcosMsini— smosinwcosisinJ +8iiiwsinico8t 

A /d6\ 

VI. — ■ I ~TT I =cos(i>sin«sin6— sinfi>cos£^cosisin6+coswsmicos6 

VH. — ( "dT") =*i'^^^ii^sinism6 + sini^cosicosfr 

A / d6 \ 
Vin. -^ ( -j-^l =:sin6sin(Z/ — ^ — 6>) = sin6sin(2^ — /) 

Formulae IV et VHI hie iam in forma ad calculum commodissima apparent ; for-^ 
mulae I, III, V autem per substitutiones obuias ad formam concinniorem redigun* 
tur, puta 

HI*. I "jT" j = — cos 6> tango 

V*. [t?) = "~7a" ^^«(^— ^ ^^^ = ""Ta^ cos (Z.— /) tang 6 
Denique formulae reliquae quoque 11, VI, VII per introductionem quorundam an- 
gulorum auxiliarium in formam simpliciorem abeunt: quod commodissime fit se- 

tang6> 
quenti modo. Determinentur anguli auxiliares M^ N per formulas tangiM'= r-, 

1.T . . ,.r . . r« . , <. cosi»/* i+tangiV* 

tangiV =:sm6)tang2 = tangiu cos6;smz. Tunc smiul fit V7r^= i4>tangili/ ~ 

cosi*+Mn6;*sini* ... 

= — -a , ~ a — =cosfi> : iam quum ambiguitatem in determmatione ipso- 

rum Mj N per tangentes suas remanentem, ad lubitum decidere liceat^ hoc ita 

- . , , cosilf , . siniV . . . r^ . 

fien posse patet, Tt habeatur Tr-= + cosfi>, ac prom — : — t^ :=z + smi. yiu* 

bus ita factis, formulae II, VI, VII transeunt in aequentes: 
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^ / (1 /> \ rsin /i cos / cos {N — b) 

^^ \dT) ^ A^N 

Hue transform ationcs respectu foriniilaruin II, Vtl neminem morabuntur, respectu 

formulae VI autem aliqua expUcatio haud siiperllua erif. Substituendo scilicet in 

A /db\ 
formula VI prima M — (JW — u) pro 2/^ prodit — - I-^ — J =s . 

cos(iI!f — u) jcosa)sinJ)[fsin6 — •sineycosicosilfsiuft + sinicos JJfcosi J 

- — 8ia(3T — 1#) j co3c»eosil!fsin6+ »ind>cosisinil/sin6*--*sinisinil!/cosi J 

lam fit eos o sin M = cos i * cos o sin M + sin £* cos o sin -Sf = sin c; cos i cosM -f* 
9mi*cos6>8inJW; vnde pars prior illius expressionis transit in 

miico&(IH — u) Jsinicoswainifcrsini+cosJSfcoS'i J 

= sin / COS (31-'^ u) I cos cj sin iVsin 6 + cos o cos iVcos & J 

=^ cos 61 sin icos (Tkf — u) cos^N — 6) 

Perinde fit cos N =: cos c/coaN + sin d^ co^N sz cos o cds -Sf + sfm a; cos i sin Mf vnde 

exprcssionis para posterior transit irt 

— sin(-M — u) [cosATsin^ — sin-^cos6> =8inC^ — u) sini^N' — b) 

I'lins cxpressio VI* protinus demanaf/ 

Angulus atixiliaris M etiam ad[ transformatibnem formulae 1 adliiberi potest, 
quo introducto assumit formam 

y^^/ d/ \ _^ sin o siiKiM-^^ u) 

\dr/~ ' Asx^OMT 

e cuius comparationc cum formula I * concluditur -- iZ sirl (J^ • /) sin ]l^= r sin cj sin (M^-ii) ; 
hinc etiam formulae II* forma pauQo adhuc aimpHcior tribid potest^ puta 

" \dJr) = A^ sin(Z.— Ocotang(Jlf— tt) 

Vt formula VI* adhuc magls contrahatur, angulum auxiliarem nouum in- 
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troducere oporlet, quod duplici modo fieri potest^ scilicet statuendo vel tangP=r 

tang {M—ii) . ^ ^ tang(JV— 6) 

• ^^ — : — . — , vel tansQ = : — : quo facto emergit 

coscjsini ' ^ cosfi^cosi 1^0 

r sin {M — u) cos ( N — b — P) r8m(iV — b) cos{M' — a — Q) 



VI 



-m- 



AsitiQ 

Ceterum quanlitatcs auxiliares Mp Nj P, Q non sunt mere fictitiae , facileque , quid- 
.nam in spliaera coelesti singulis respondeat, assignare liceret: quin adeo hoc modo 
acquationum praecedentium plures adliuc elegantius exhiberi possent per arcus an- 
gulosue in sphaera, quibus tamen eo minus hie immoramur, quum in calculo nu- 
merico ipso formulas supra traditas superfluas reddere non yaleant. 



77- 
Iimctis iis, quae in art praec. euoluta sunt, cum lis quae in artt i5, 16, 
30, 37, 528 pro singulis sectionum conicarum generibus tradidimus, omnia praesto 
erunt, quae ad calculum variationum differentialium loco geocentrico a variationi- 
bus singtdorum elementorum inductarum requiruntur. Ad maiorem illustrationem 
horum praeceptorum exempliun supra in artt. i3, i4, 5i, 65, 65 tractatum resu- 
memus. Ac primo quidem ad normam art praec. d/ et d& per dr, Auj di, dA 
exprimemus, qui calculus ita se habet: 

log tang 61 8,4oii3 log sine; 8,4oogg n 

log tang?' 9,5 6723 

logtangA^ .^7,76822 n 

N = i79'*39'5o'^ 
N--b= 186 1 45 



log cos/. 9,98855 

log tang jW 8,41260 

M = 1^28' 52* 

M'-u^z i65 17 8 



logtang(itf — w)... 9,41952 n 

logcososini 9,55562 n 

logtangP 0,06070 

P = 49'ii'i3' 

iSr— 6— P= i36 5o 52 



1. sin (Zr — /)..9,7«i25 

logR 9,99810 

ti.logA' 9.920^7 

(*) 9,63962 

C.logr ^.9,67401 



(*)... 9,65962 

l.cot(ilf — w)..o,58o68 n 



••«(i^) 



.0,3905o 



m* 

logcosfi) 9,9998^ n 

log tang 6 9,o4y49 n 

^8 \Ji) ' 9.0*735 n 
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IV - V* VI** 

log^ 9,91837 (**) 9,84795 i^g_L 0,24557 

logtong^ 9,04749 n ^ 

1. c os (Z/- /).... 9,92956 c.logr 9,67401 logsm{M—u) 9,4o484 

(**) 9,84793 — 7Tb \ ~ logcos(A^-6-P)..9,865oi n 

-laJJL^,) '°SVd7/ »'5^943 Clog sin P 0,^2099 



Iog(-^} 9,6524i n 



vu* vm 

l.rsinKcosi... 9,75999 n (*) 9,63962 

l.cos(iV-6).... 9,99759 n log tang & 9,o4749 n 

^•^°g^ •9'9*759 log(-^^) 8,68711 n 

C. log C OS A^.... 0,00001 n ^a*6'^ 

Collectis Jiisce valoribus prodit 

d/ = + 0,20689 dr +i,66o73di^ — o,iii52di+ i,7o458dn 
d6=: + o,o57iodr — o,428g5dz^ — o,47355di — o,o4865dJ^ 

Vix necesse erit quod iam saepius monuimus hie repetere, scilicet, vel variationcs 
d/, dby duj di, d^ in partibus radii exprimendas esse, vel coefficientes ipsius 
dr per 206265" multiplicandos, si illae in minutis secundis expressae concipianlur. 

Designando iam longitudinem perihelii (quae in exemplo nostro est 52°i8'9'*3o) 
per 77 atque anomaliam veram per v, erit Ipngitudo in orbita = u+Sl =: v+IT, 
adeoque dw = di^ + d/7 — dij, quo 'valore in formulis praecedentibus substituto, 
dl ei db per dr, dv, d/7, dS^, di expressae habebimtur. Nihil itaque iam su- 
perest, nisi yt dr et dv ad normam artt. i5, 16 per Tariationes diflerentiales ele- 
mentorum ellipticorum exhibeantur *). 



*) Chuacterem JH in calciilo sequcnte baud amplius angultlm noftraxn aiixiliarem exprimere^ 
ted (vt in Sect. 1) anomaliam mcdiam^ qnisqae <ponte yidcbii. 
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Erat in cxemplo noatro^ art i4, log — = 9^9^355 = log (--r- ) 

aa loga 0,4^244 

log .....0,19290 , , ^ 

^ rr ' ^ ^ Iogtang99.....9,4o32a 

log cosy 9>98652 logsini> 9,84951 n 

»«>g(TF) °'^79^^ log(^)...9,67495 » 

^-ecosE = i,«oo85 j^^^ ^^^^^^^ 



log cosy 9,98652 

log COS V. 9 ,^4962 



ee ^ 0,06018 
1,74067 
log 0,24072 

log—- ..0,19299 

log sin E. *... 9,76654 n 

log(j^) 0,19996 a 

Hinc oolligitur 

di^ = + i,5ii54 AM — 1,58475 dy 

dr ;;;= — o,473io diltf — 1,81376 dy + o,8oo85 da 
quibus valoribus in formulis praecedentibus substitutis, prodif 

d/ =+ 2,41287 ditf—5,oo527dy + 0,1 6488 da+ 1,660754/7 — o,.iii52d* + o,o4585dft 
d6 =— 0,66593 dj*r+ 0,61 248 Aq> +0,02972 da— 0,42855 d/7 — o,47355 di+ o,38o3odS; 

Si tempus cvii locus cpmpntatus respondet jn diebus ab epocba 4istare sup- 
ponitur, longitudoque media pro epocha per Nj motus diumus per 7 denotatur 
erit M:=^N+n7 — /7, adeoque dM=:: dN+nd7 — dH. In exemplo nostro tem- 
pus loco computato respondens est Octobris dies 17,41 507 anni iBo4 sub meridiano 
Parisian^: quodsi itaque pro epocha assumitur inidum anni i8o5, est n= — 74,58493; 
longitudo media pro epocha ista statuta fuerat =:4i°52'2i''6i , motusque diumus 
= 824" 7988. Substituto iam in formxdis modo inuentis pro dM ralore suo, muta- 
tioncs diSerentiales loci geocentrici per solas mutationes diementorum expressae ita 
se habent: 

d/ =2,41287 dN — 179,96 d7 — o,7S2i4d/r — 3,oo527d^ + o,i6488da 

— o,iii52di + o,o4385d^ 

d6= — 0,66593 dA'+ 49,67 d7 + 0,25698 d 77+ ofii94^Sd(p + 0,02972 da 

— 0.17555 (1/ + o,,')8oao (Ifi 
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Si corporw coelestis massa vel negligifur vel saltern famquam cognita spectaliir, 
7 et a ab inuicem dependentes erunt, adcoque vel d7 vel da e formulis no- 

stris eliminare licebit Scilicet quum per ai't 6 habeatur 7a'^=:itv/(i+^), erit 

d7 da 
--=— =-~i ', in qua formula, si d 7 in partibus radii exprimendA esty etiam 7 

perinde exprimere oportebit Ita in exemplo nostro habetur 

log7 2,9i635 

logi" 4,68557 

log 1 0,17609 

C. log g.... 9,57756 

d7 
log-j — ...7,35557 n, siue d7=c — 0,0093676 da, atque darr— *44o^99 d?^ 

quo valore in formulis nostris substituto, tandem emergit forma vltima: 
d/ =2,41287 dJ>r — 252,67 d7 — 0,7521 4 d/7 — 3,oo527d9>— 0,111 52 di+o,o4385dn 
d6=— o,665g3diV+36,57d7+o,23698d/3r+ 0,61 248 d9>—o,473S5 di+o,38o3odft 
In euolutione harum formularum omnes mutationes d/, d6, dY, d7, d/7, d^, di, 
dft in partibus radii expressas supposuimus , manifesto autem propter homogeneitatem 
omnium partium eaedem formulae etiamnum yalebimt, si omnes illae mutationes 
in minutis secundis exprimuntur. 



11 
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SECTIO TERTIA 

Relationes inter locos plures in orhita. 

78- 
Comparatio duorum pluriumne locorutn corporis coeleslis turn in orblta turn 
in spatio tantam propositionum elegantium copiam subministrat, vt volumen integrum 
farile complerent Nostrum vero propositum non eo tcndit, vt hoc argumentum 
fertile exhauriamus , sed eo potissimum, vt amplum apparatum subsidionun ad so- 
lutionem problematis magni de determinatione orbitarum incognitarum ex obserua- 
tionibus, inde adstruamus: quamobrem neglectis quae ab instituto nostro nimis aliena 
cssent, (eo diligeutius omnia quae vJlo modo illuc conducere possunt euoluemus. 
Disquisitionibus ipsis quasdam propositiones trigonometricas praemittimus ^ ad quas, 
quum frequentioris vsus sint, saepius recurrere oportet. 

I. Denotantibus A^ B ^ C angulos quoscunque, habetur 

bmAsin{Cr—B)'\'sinBsm{A—C)^-sinCsm{B—A)=o 
cosAsrxx (C — jB) + cosZf siu {A — C) + cosCsin(J? — A) = a 

n. Si duae quantitates py P ex, aequationibus talibua 
psin(^ — P)'=ia 
psm{B — P)— h 
determinandae sunt, hoc fiet generaliter adiumento formularum 

psm{B—A) sin{H—P) = bsin{H—A) — asin (H—B) 
/7sin (B—A)cos {H—P) = b cos {H—A) — a cos (H-^B) 
in quibus H est angiJus arbitrarius. Hinc deducuntur (art i4, II) angulus /f — P 
atquc p sin (^B — AJi et hinc P et p. Plerumque conditio adiecta esse solet, vt 
p esse debeat quantitas positiua, vnde ambiguitas in determinatione anguli H — P 
per tangentem suam deciditur; deficiente autcm ilia conditione, ambiguitatem ad 
jubitum decidere licebit. Vt calculus commodissimus sit, angulum arbitrarium H 
vel =: -^ vel = -B vel = i (^+ jB) statuere conueniet In casu priori aequationes ad de- 
terminandum P etp erunt 

p3m(A — P)z=za 

,M ^. h — acosfB — A\ 
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In casa secnndo aequationes prorsus analogae enintj in casu tertio aiilem 

Quodsi itaque angulus auxiliaris ^ introducitur , cuius tangcns = -^ , iuueaietur P pea: 

formulam « 

tang(4^+45 — P) = taiig(45'+^)tangi(5— ^) 

no dein p per aliquam formularum praecedentium ^ vbi 

c ^ , a6 asin(45%g) 6 sin (45% Q 

i(6 + a) = sin(45+OV-;i^^= ^i^ITi - cos^V^a 

a6 acos(45°+^:) 6 cos (45^+0 

i(6 — a)=cos(45+f)V/-;i^7|-= ^i^^^T^ = sinfy^a 

III. Si /? et P determinandae sunt ex aequationibus 
pcos{A — P)'=ia 
pcos(jB— P) = 6 

omnia in II. exposita statim appKcari possent^ si modo illic pro A ^\ B vbique 
scriberetur 90°+-^3 9o°+-S: sed yt vsus eo commodior sit, formulas euolutas ap- 
ponere non piget Formulae generales erunt 

psih(5 — ^)sin(^— P) = — 6cos(/f— ^) + acos(^— 5) 
psin(5—^)cos(/f— P)= &sin(-H;— ^)— asin(iy— J5) 

Transcimt itaque; pro H=:A in ' 

. / ^ F^\ aco8{B — A) — b 
^sm(^-P) = ,ij,^B-A) 

pcos(A — P):=a 

Pro H—B^ formam similem obtinent; pro //=i(>^+JJ) autem fiunt 

ita Tt introducto angulo auxiliari c^, cuius tangens = -r^, fiat 

cotang(4^+iJB— P) = tang(J^45')tang4(5— ^) 
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Ceterum si p immediate ex a et & sine praeuio computo anguli P detev- 
minare cupimus, habemus formulam 

/?sin(-B— ^) = V^(aa+66— -aa&cosC^— -^)) 
turn in problemate praesente turn in II. 



79- 
Ad completam deteminatioi\em sectionis conicae in piano suo tria requi- 
.nmtur, situs perihelii, excentricitas et semiporameter. Quae si e guantitatibus datis 
ab ipsis pendentibus eruenda sunt, tot data adsint oportet, vt tres aequationes ab 
inuicem independentes formare liceat Quilibet radius vector magnitudine et posi- 
tione datus ynam aequationem suppeditat: quamobrem ad determinationem orbitae 
tres radii vectores magnitudine et positione dati requiruntur; ti vero duo tantiim 
habentur , vel ynum elementum ipsimi iam datum esse debet , yel saltem alia quae- 
dam quandtas, cui aequationem tertiam superstruere licet. Hinc oritur yarietas 
problematum, quae iam deinceps pertractabimus. 

Sint r, / duo radii yectores, qui cum recta in piano orbitae e Sole ad lu- 
bitum ducta faciant secundum directionem motus angulos N^ A''; sit porro 77 an- 
gulus quern cum eadem recta facit radius yector in perihelio, ita yt radiis yecto- 
ribus r, / respondeant anomaliae yerae N — II j A' — ZT; denique sit e excentrici- 
tas, p semiparameter. Tunc habentur aequationes 

-^=i + ecos(A— /7) 

, -^=i + ^cos(A'— /T) 

c quibus, si insuper yna quantitatum p, e^ II data est, duas reliquas detejrminare 
licebit. 

Supponamus primo, .datum esse semiparametrum p^ patetque determinatio- 
nem quant'tatmn ^ et 77 ex aequationibus 



ecos 



(iV-/7)=-|--i 



«cos(iV— /7)=-^— 1 
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fijeri posse ad normam lemmatis III in art. praec. Habemus itaque 

taDg(i\^~/?)=cotang(JV-i\r) r\p—rym[ii'-m 

( r'— r ) cotang 4 (5 — -r!/) 
* r -^-r 



80. 
Si angulus 77 datus est, p et e determinabuntur per aequationts 
rr (cos ( AT — 77)— cos ( N'—ITJ) 



P = 



e = 



r cos ( iV — 77) — r cos (2V' ~ 77) 



rcos(iV--77) — r'cos(A"' — 77; 
Denominatcrem conununem in his formulis reducere licet sub formam a cos (>;/ — 77), 
ita vt a et y/ a 77 sint independentes. Designante scilicet ^ angulum arbitrarium, 
fit 
rcos(iV-77)-r'cos(iV^77)-| (-o3(iNr~^)-r cos(iV'-iy))cos(^-/7) 

adeoque = acos(-^— /Z), si a et j4 determinantur per aequationes 

rcos(iV— //) - r cos(iV' — //)=acos(^— Zf) 

rsin(iV— -fiT) — rsinCiV' — jy)=asinC-^— //) 
Hoc modo fit 

2rrsini(N''--N)Bin(iN+iN'—n) 



P = 



uMos^A — n) 



r 

r - 



acos{A — n) 
Hae formulae imprimis sunt commodae , quoties p et e pro pluribus valoribus ipsius 
n computandae sunt, manentibus r^ r^ N, N\ — Quum ad calculum quantita- 
turn auxiliarium a^ ^ angulum H ad libitum assumere liceat, e re erit statuere 
JI= i{N+N')y quo pacto formulae abeunt in has 

(r— r)cosJ(A'— iV) = — acos(^^4JV— iA') 

(r'+r)sini(A'— A) = — asin(-^— i A— iA") 
Determinato itaque angulo j4 per aequationem tang(^ — iN — iN') 

= -711— tangx(A-iV), statim habetur ^ = cosi(A'-N)cos^^-n) ' 
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r 'i' r 

Calculum logarithmi quanlitatis — r~7* per aiiificiura saepius iam explicatiun con- 

trahere licebil. 

81. 
Si excQUtricitas e data est, angulus /7 per aequationem 

cos CA 11) = •^ rTTT/ TTT 

inuenietur, postquam angulus auxiliaris -^ per aequationem' 
tang(^— iiV—iA^') = P_|i tang^(iV'— A^) 

determinatus est Ambiguilas in determinatione anguli ji — JJ per ipsius cosinum 
remanens in natura problematis fundata est, ita vt problemati duabus solutionibus 
diuersis satisfieri possit, e quibus quam adoptare quamue reiicere oporteat aliunde 
decidendum erit, ad quern finem valor saltern approximatus ipsius JI iam cognitus 
esse debet. — Postquam II inuentus e$t , p vel per formulas 

p =:rQi+eco8{N — IT)) =r(i+^cos(A' — /7;) 
vel per banc computabitur 

arrgsin i (N'—N)s m i(N+N'— n) 

p = : 7ZI- 

82. 
Supponamus denique, tres radios vectores r, r, 7" datos esse,' qui cum 
recta ad lubitum e Sole in piano orbitae ducta faciant angulos JV, A", A". Habe- 
buntur itaque , retentis signis reliquis, aequationes (I): 

-^=i + gcos(A;~/Z) 

t quibus p^ Ily e pluribus modis diuersis elici possnnt. Si qnanlitatem p ante re- 

liquas computare placet, multiplicentur tres aequationes (I) resp. per sin (A" A'), 

— sin (A" — A'), sin (A' — A), fietque additis productis per lemma I. art. 78 
sm{N"—N') — sin (A'— A) + sin(A^~A) 

-J:sin(A''— A') — 7 sin(AV iV) + -pr 8m{N'^N) 
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Ilaec expressio propius considerari meretur. Numerator manifesto fit 

= 2smi(N"—N')cosi(N''—N') — 2sini(iV— A") cos(iiV" + iA^ — A^ 
== 4^s\ni{N''—N')smi(N'—N)8ini{N'—N) 
Statuendo porro r/sin(A'— A') =/2, rr''sm(A''— AO ^n^ rr sin (A'— A) =7?, 
patet in J in, in' esse areas ti'iangulorum inter radium vectorem secundum et 
tertium^ inter primum et tertium, inter primum et secundum. Hinc facile pcr- 
spicietur, in formula noua 

4 sm^(A"— AQ^inKA'— A Q smJrCA'— A^).r// ' 
•» n — n+n 

denotninatorem esse duplum areae trianguli inter trium radiorum vectorum'extremi- 
tates 1. e. inter tria corporis coeleslis loca in spatio contenti. Quoties hacc loca pa- 
rum ab inuicem remota sunt, area ista semper erit quantitas perparua et quidem 
ordinis tertii, siquidem A' — A", A" — A' vt quantitates paruae ordinis primi spe- 
ctantur. Hinc simul concluditur, si quantitatum r, r', r", A*, A', A^" vna vel plu- 
res eiToribus vtut leuibus affecti sint, in determinatione ipsius p errorem perma- 
gnum. illinc nasci posse; quamobrem haecce ratio orbitae dimensiones eruendi ma- 
gnam praecisionem numquam admittet, nisi tria loca heliocentrica interuallis consi- 
derabilibus ab inuicem distent* 

Ceterum simulac semiparameter p inuentus est, e et II determinabuiitur 
combinatione duarum quarumcunque aequationiun I per methodum art. 79. 



83. 

Si solutionem eiusdem problematis a computo anguli II inchoare malumus, 
mefliodo sequente ytemur. Subtrahimus ab aequationum (I) secunda tertiam, a prima 
tertiam, a prima secundam, quo pacto Ires nouas sequentes obtinemus (U): 
1 1 



I 1 
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Puae quaecunqiie ex his acquationibus secundum Icuima II. art. 7P. dabunt II et 

, vnde per quamlibet aequationum (I) habebuufur otiajn e et p. Quodsi solu- 

P 
lionem tertiam in art. 78, II traditam adoptanius, combinatio aequationis primae 

cum tertia algorithmum sequentem producit. Delerminctur angulus auxiliaris f par 
aequalionem 

r 

~r "^ 8ini(JV" — A') 

tang r= 21' ai^i(^ -iV) 

r 
eritque tangCiiV+4 A^'+^i A''— /r)=tang(45VO^angi(A " — A) 
Permutando locum secundum cum primo vel tertio , duae aliae solutioncs huic 

e 
prorsus analogae prodibunt. Quum hac methodo adhiblta formulae pro minuB 

expeditae euadant, e et p per methodum art. 80 e duabus aequationum (I) eruere 
praestabit. Ceterum ambiguitas in determinatione ipsius II per tangentem anguli 
^ JV+iAT'+i A^" — n ita decidi debebit, vt e fiat quantitas positiua: scilicet mani- 
festum est, pro e valores oppositos prodituros esse, si pro 77 valores 180** diuersi 
accipiantur. Signum ipsius p autem ab hac ambiguitate non pendet, valorque 
ip^Ius p negatiuus euadere nequit, nisi tria puncta data in parte hyperbolae a Sole 
auersa iaceant^ ad quern casum legibus naturae contrarium hie non respicimus. 

Quae ex applicatione tnethodi primae in art. 78, II post substitutiones ope- 
rosiores orirentur, in casu praesente commodius sequenti modo obtineri possunt 
Multiplicetur aequationum II prima per cosi(iV'' — A'), tertia per cosi(A'''— A") 
subtrahaturque productum posterius a priori. Tunc lemmate I art. 78 rite appli- 
cato*) prodibit aequatio 

i^-7r--V)cotangi(A^--A^0~4(-7 4-)eotangi(A'-^Ar) 

= -^sini(iV'— Ar)cos(iA^+iiV'— Tf) 

Quam combinando cum aequationum 11 secunda inuenientur It ct , et quidem 

U per formulam 

, J 1^ --■ -T - ^ >^ - - . 1 I 11 I ML I tax ^ I- I '~^ 

•) Statncndo seilicet in formula secunda -i/oJ(iV"— iV"), BmlN-^lN^^Tl. C-|(iV— JV'). 
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^ rl_ 

taIlg(i^■+iiV•— /T) = ; ^- "—, -^ 

(i— ^)cotang4(iV — iV)— (-^—i) coti«igi(iV'— A^) 

Etiam hiac duae allae formulae prorsus analogae dcriuautur; permiitando locum se- 
oiindum cum primo vel tertio^ 

84. 

Quum per duos radios vectores magnitudine et positione datos, atque ele- 
mcnluiu orbitae vnum orbitam integram determinare liceat, per ilia data etiam fe/Tj- 
/J//5, intra quod corpus coeleste ab vnp radio yectore ad alterum mouetur, deler- 
miuabile crit, siquidem corporis massam yel negb'gimus yel saltern tamquam cogni- 
tam spectamus: nos suppositioni priori inhaerebimus , ad quam posterior facile re- 
ducitur. Uinc vice versa patet, duos radios vectores magnitudine et positione da- 
tos vna cum tempore, intra quod corpus coeleste spatium intermedium describit, 
orbitam integram determinare. Hpc vero problema, ad gr^uissima in theoria mo- 
tus corporum coeleslium referendum, baud ita facile soluitur, quum expressio tem- 
poris per elementa transscendens sit, insup^rque satis complicata. Eo magis dignum 
est, quod onmi cura tractetur; quamobrcm lectoribus baud ingratum fore spera- 
mus, quod praeter solutloiiem post tradendam, quae nihil amplius desiderandum 
relinquere videtur , eam quoque obliuioni eripicndam e^s^ ' censuimus , qua olim an- 
tequam ista se obtulisset frequenter vsi sumua. Problemata difficiliora semper iuuat 
phuribus viis aggredi, nee bonam spernere etiamai meliorcm praeferas. Ab expo- 
sitione huius methodi anterioris iiiitium facinuis. 

Retinebimus charaeteres r, r\ Nj I\\ p^ e^ JI in eadem significatione, in 
qua supra accepti sunt; different lam A' — N denolabimus per A, tempusque intra 
quod corpus coeleste a loco priori ad posteriorem mouetur per t. Jam patet, si 
valor approximatus alicuius qiiantitatum p, e^ 11 sit notus, etiam duas reliquas inde 
determinari possQ, ac dein per methodos in sectipne prima explicatas tempus mo- 
tui a loco primo ad secundum respondens. Quod si tempori proposito / aequale 
euadit, vedor suppositus ipsius p, e vel 77 est ipse varus, orbitaqiie ipsa iam in- 
venta; sin minus, calculus cum valore alio a primo parum diuerso repetitus doce- 
bit, quanta variatio in valore temporis variutioni exiguae in valore ipsius Py e, JI 

12 
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respondeat, vnde per simplicem interpolationem valor corrcctus emetur. Cum quo 
si calculus denuo repetitur, tempus emergens yel ex asse cum proposito quadrabit^ 
vel saltem perparum ab eo differet, ita vt certe nouis correctionibus adhibitis con- 
sensum tarn exactum attingere liceat, quantum tabulae logarithmicae et trigonome- 
tricae permlttunt. 

Problema itaque* eo reductum esty vt pro eo casu, vbi orbita adhuc peni- 
tus incognita est, valorem saltem approximatum alicuius quantitatum /?, e, ZT de- 
terminare doceamus. Methodura iam trademus , per quam valor ipsius p tanta prae- 
cisione erultur, vt pro paruis quidem valoribus ipsius A nulla amplius correctione 
indigeat, adeoque tota orbita per primum calculum onmi iam praecisione determi- 
netur, quam tabulae vulgares permit tunt. Vix vmquam autem aliter nisi pro va- 
loribus mediocribus ipsius A ad banc metbodum recurrere oportebit, quum deter— 
minationem orbit ae omnino adbuc incognitae, propter problematis complicationem 
nimis intricatam, vix aliter suscipere liceat, nisi per obseruationes non nimis ab 
inuicem distantes, aut potius tales ^ quibus motus heliocentricus hon nimius responded 

. 86. 

Designando radium vectorem indefinitum seu variabilem anomaliae verae 
y — 77 Tespondentam per (>, erit area sectoris a corpore coelesti intra tempus i de- 
scripti =4/()()di', hoc integrali ay =JV vsque ad i/=JV' exlenso, adeoque, ac- 
cipiendo iEr in significatione art. 6, tt^p=jQQ^dy. Iam constat^ per formulas a 
Cotesio euohitas, si ^x exprimat functionem quamcunque ipsius x^ valorem conti- 
nuo magis approximatum integvalis Jtpx.dx ab x=ii vsque ad x = « + Aextensi ex- 
hiberi per formulas ^ 

iA(<pu + 5ijfr{u + iA) + 5q^{u + iA) + ip{u + A)) 
etc.: ad institutum nostrum apud duas formulas primus subsistere suffidel 

Per formulam itaque primam in problemate nostro habemus fg(fdv = 

Arr r 

4 A (rr + rr) = , si statuitur — = tang (45° + »). Quamobrem valor ap- 

Arr' 
proximatus primus ipsius yp erit = -TT r > quern staluemus z=z5a. 
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Per formulam secundam habemus exactiu5y(>()dy= f A(rr+r'/+ 4/?22), 

designante R radium vectorem anomaliae intermediae ^N-^-^N' — 11 respondentem. 

lam exprimendo /? per r, 72, r', iV, iV+iA, iV+A ad normam formulae in art 8fl 

traditae , inuenimus 

4sini A*sini A . . 

P — 'Tl pr 1 • atque Iun<5 ^ 

f — + yj siniA — -;g~sinA 

co^Y A _ /i i\ 2 sin i A* cos^ 2 sin | A* 

R ^ V ''/ "p^ ~ V'(rr cos2fi)) p 

2sin^AV(rr cos2fi?) ^ cos j A y/ (rr cos 2 6») 
Statuendo itaque =c), fit JZ = r — ^, ynde 

raloF approximatus secundus ipsius ^p elicitur 

2 a cos i A* cos 20* B 
V>=a+ ^ =a+ J — 

co86>^(i--^)* (I——)* 

^ p' ^ p^ 

(COS4ACOS20\* 
j =:^. Scribendo itaque ^ pro yp^ determinabitur 

ft per aequationem (^— a)(i— ^)^r;=5, quae rite euoluta ad ipiintura gradum 

ascenderet Statuamus ft^=:q+ft^ ita yt sit g yalor approximatus ipsius ft, atque 
fi quantitas perexigua, cuius quadrata altioresque potentates negligere liceat: Qua 
substitutione prodit 



siue 



i^= {qq-d)iq^ + 5Sq-^ad') ^ ^^^^^^^ 

_ eq^ + (qq — S)(aqq+iSq — 5aS)q 
'^^ (??— cr)(g'+3"^5r— 4aJj 

lara in problemate nostro habemus valorem approximatum ipsius nt^ puta r= 3€ey 
quo in formula praecedente pro q substituto, prodit valor correcLus 
_ a45a^£+5<y(9aa— ^)(9aa4,yjr) 
(gaa — cJj (2 7 aa + 5(J) 

Statuendo itaque -rr— 7-=^ "7 ^^Tm — =yj formula induit formam hancce 

27aa '^^ (1-^3^^ fy 
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n = ' , c^ , omnesque operationes ad problematis solutionem necessarjac 

IB his q^'nque fomiulis continentur: 
L -^=tang(45''+«) 

d ^/ cos 2 (U 

^_ 2 siniA^l/(rr C0S2 oj) 

syaacosfi; '^ , 

2eOSi A*COS2fi>* 

'^^ (1—5/5) cos (y^ —^ 

1+5/? ^"^ 

Si quid a praecisione hanim fommrarum remittere placet, expressiones ad- 
buc simpliciores euoluere Hcebit. Scilicet faciendo cos 6> et cos 20 = 1 et euoluen- 
do' yalorem ipsius ^p in seriem secundum potestates ipsius A progredientem ^ pro* 
dit neglectis biquadratis altioribusque potestatibus 



vi. = .(3-iAA+^^) 



Ar/ 
vbi A IB partibus radii exprim^dus est Quare faciendo — ry — = ^p\ habetur 



VI.,=/(.-^AA + ^^|^) 



Sinuli modo explicando ^p in seriem secundum potestates ipsius sin A pro^edieny- 

rr'sinA , ^ 

tern emergit posita tt '=^\P 

Vlir. p—z^'+isinAV/-^' 
Formulae VII et VIII conueniunt cum ib, quas ill. Euler tradidit in Thearia mo^ 
ius planet arum et comet arum^ formula VI autem cum ea,^ quae in vsum vocata est 
in Recherches et calculs sur la vraie orbite elliptique de la comete de 1769, p. 80. 

87. 

Exempla sequentfa vsum praeceptorum praecedentium illustrabunt , simulque 
inde gradus praecisionis aestimari poterit. 
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a5 



I. Sit log r =0,5307640^ log /,= 0,3222^39, A=i 7°34'53''73 = 27293"75, 
/r=:2i,9559i di«s. Hie inuciiilur «= — 55' 47^*90, vude calculus vUerior ita se 
habet ; 



UgA, ... .;■ ....4,456065^9. 

logr/ 0,6529879 

Clog 3 it. ........... 5,9728722 

CAogt 8,658884o 

Clog cos 2 (o o,oooo84o 

toga. 9,7208910 

log 2..^ v.......o,3bio3oD 

2 logcosiA....... 9,99*097^ 

ar log cos 2 cj .-9,9998520 

C . logr( I — 3/9). .viO,ooo8 1 o3 

2 Clog cos 6> 0,000042O 

log;'.. ....0,2998119 

y = J,99'*3982 



i log rr cos 20 o,32645 1 9 

2logsin^A "?o58g972 

l'og,\ ^8,869666*2 

G.logace ..^.o,5582'i8o 

C . log cos G) 0,00002 1 o 

log/9 , 6,7955545 

/9 =0,0006215757 

lfy+21/yrr: 5,0074471 

log *. 0,478 1980 

log a 9,7^208910 

Cl og(i +5^)...9,998652g 

logV> 0,1977418 

log;? ...a,5954836 



21/8= 0,0 i5p489 
Hie valor ipsms log/? vix vna: Vnitafe in figuta septima a veto differ! : fbniiara W 
in hoc exempio dat Iog/)r=: 0^954807^ formula VII producit 0,5954780 j denrque 
formula VIU dat 0,5954754. 

II. Sit logr=o,4282792,Iog/=o,4o62o33, A=62'^55'i6'64, / = 259,ff8477 
dies* Hinc emitur « =— r**27'^2o''i4, loga =9,7 i82548, /9=:o,o45552l6^ y = 
1,681127, Iog\/j:> = 0,2 198027, logj) 3= 0,4596054 y qui valor 187 viiifatibus in figm-a 
septiiaa iusto miner est. Valor enim verus in hoc exempio est 0,45962^7; per for- 
mulam VI imienilnr 0,4568750 j per formulam VII prodit 0,4159824; denique per 
formulam VIII eruitur o,4o5iio5: duo postremi* valpres hie a. vero tanlum discre- 
panrt, vt ne approximatioiiis quidem vice fungi possint. 

8g. 

Methodi secundae expOsitio permultis relationibus nouis atquc eleganlibus erfti- 
cleandis occasionem dabit; quae quum in diuersis sectionum conicarum gcueribus 
formas diuersas induant, singula seorsim tractare oportebit: ab ELLIPSI initium 
faciemus. 
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RespcMide&nt duobus locis anomaliae verae v, v' ( e quibus p sit tempore anterior), 
anomoliae excentricae JBy B\ radiique yectores r, /j porro sit p fiemiparameter, 
ez=z8in^ excentricitas , a semiaxis maior, / tempus intra quod motus a loco prime 
ad secundum absoluiturj denique sCatuamus u — uz=zaf^ iZ+p^z^F^ — E=z2gy 

P 

jB'+iJi^naG, 4icosg?=' =6. Quibus ita factis e combinatione formularum 

' ' ^ cos gp ^ 

V, VI art. 8 facile deducuntur aequationes sequentes : 

[i] 6 sin g= sin/, v^rr 

[2] bsinG = siaF.\/rr 

jj co5^=(cos i V cos i v'.(i +e) + si^ivsmi v . (1 — e)) ^rr, siuc 

|_3] p coBg=^(cosf+e cos F))/rry et perinde 

£4] j9 cos G =;=: (cos F+£ cos/) \/rr 

E combinatione aequationum 3, 4 porro oritur 

[5] co8/.v/r/;=(cosg-^.^cosG)a 

]_*;] CQsF.^rrzz^icQsG — ecosg)a 

E formula III art 8 nanciscimur 

£7] r — r = 2aesin^sinCf 

r + r ;^ 2 a — 2f;iecosg cos G = a a rfn^* + 2 cos f cos g ^rr 

ynde 

r+ r — 2 cos f cos g^r/ 

Statuamus 

^Q^- 2COS/ ^^ + ^^ ^"^^^^^ 

2 (/ + sin ig*) cosfy/rr 

t^^I^- ^iiJT 

, . |/(2(/+sinlgr^)ce9/v/r/) . . 

nee non yaz^^L . — , vbi signum superius accipere oportet 

o 

yel inferius, prout sinj^ positiuus est yel negatiuus. — Formula XII. art 8 nobi^ * 

suppeditat aequationem 

It \/rr 

-^T~ =^jE'-^siuJB'-£+e8injB = 2^-2e8ln^cosG = 9^-«ina^+2cos/sin^ * 

pr ^ 

Quodsi iam in hac aequatione pro a substituitur ipsius Talor ex 10, ac breuitatis 
gratia ponitur 
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L^^] —3 — T — rr— '^ 

2*cos/*(rr)* 
prodit omnibus rite reductis 

vbi ipsi m signum superius vel inferius praefigendum est, prout sing positiuus est 
vel uegatiuus. 

Quoties motus heliocentricus est inter 180° et SGo"*, siue generalius quoties 
cos f est negatiuus, quantitas m per formulam 11 determinata euaderet imaginaria, 
atque / negatiua, ad quod euitandum pro aequationibus 9,11 in hoc casu hasco 
adoptabimus : 

[9*1 =1 — 2Z/ 

•-^ -J a cos/ 

kt 

3'(— co8/)*(rr')* 

ynde pro lo et i5» basce obtinebimus 

— 2(Z> — sinig'^)co»f\/ri^ 
[,o*]«= ^ -^^^ - 

\ sing^ / 
Ybi signum ambiguum eodem modo determinandum est Tt ante, 

89. 
Duplex iam negotium nobis incumbit, primiim, Tt ex aequationc transcen- 
dente 12, quoniam solutionem directam non admittit^ incognitam g quara commo- 
dissime eruan^us; secundum, yt ex angulo g inuento elementa ipsa deducamus* 
Quae antequam adeamus^ transformationem quandam attingemus, cuius adiumento 
calculus quantitatis auxiliaris / vel JL expeditius absoluitur, insuperque plures for- 
mulae post euoluendae ad formam elegantiorem reducuntur. 

♦ r 

Introducendo scilicet angulomfauxiliarem to per formulam ^ = 

tang(45*+fi>) determinandum ^ fit v/— — f-v'— r- = 
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2+(taDg(45°+«)— cotang(45'+«))*=2+4tang2<y'; vnde hatetur 

/ _ ^'" ^/* , tang a 0* r __ __ sinj/* tangao* 

*" qosy + cos/ » "^ cos/ *" cos/ 



Cousiderabiraus primo casum eum , rbi e soluti'one aequalionis i a yolor non 

!> , . • . . 2 J? — siijaff 
nimis magnus ipsiiis g emergit, ita vt . , in seriem secundum potestates 

ip$ius sjuir^ projgredienteiQ euoluere liceat. Numerator huius expressionis , quain 

per X (lenotabjmus , fit 

= V sinig'— y sin i^*_4 ^in j^t^^j^ 

Denominator autem 

:;=8smi^— I2s;njg^+5sinl^^+^^tc. 

Vn4e X obtinet formam 
^+|fiiai^* + f|sini:^Het€. 

Vt flxitem legem progressionis coeffici^tium ^ruamus, differentiamus aequationem 

Xsia^'sa^-sina^^ yndeprodit 5Xcos^sm^*+8m^»-^ — = a-acosa^r 48ia^»; . 

statoeudo porro sinj^'r^*, fit -^=isin^., vnde coi^cluditur-^^ = 

8>^6Xcosj°^ 4 — 5X( i — ax) dX 

~«i^p "^ «2*(i — X) ' ^* P^^"* ^^ ^""^ '*) "d^r^ 4 - (3 - 6«) X. 

Quodsi igitur statuimus 

obtinetnus sequatioiiem 

|(o*+(3^-o)x*+(3y— 2/J)x' + (4(J -5y).r* +,etc.)p:(8 - 4a) x + (8^« - 4/S)x« 
+(8^~4y)x»+(8y— 4^)«<+etc. 

quae identica esse debet, Hmc.colliginiusa= «, /S=fa, y=V/J, <y=Hyetc., 
vbi lex progressionis obuia est. Habemus itaque 

\-— 4 tH^ i'iil--''„„ . 4.6.8.10 , . 4.6.3 .io.ia .. 

'^ — T + 3.5 •^+ 3-:Tr,-^« + 5.5.7.9 *'+ 5.5.7. 9. » ** + etC. 
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Hone seriem transformare licet ia &acllonem contluaam sequentejn: 



i. 



» + M* 



5.8 
■7:5* 



1. 4 

■5:tt* 



7. 10 
11. i3 



3. 6 



i3.i5' 



q. 12 

1 — etc. 
Lex secundum quam coefficientes — , — ^^ 17-, ~^ etc. progrediuntur , obuia est; 

scilicet terminus /»*** huius seriel fit pro n pari ='^ r — , - , pro n impari au- 

tem =: , 2/2+3 ' vlterior huius argumenti euolutio nimis aliena essetab in-- 

•tituto nostro. Quodsi iam statuimus 



1+5^^ 



= ^-| 



6.8 



1. 4 

Of 

9-11 



1 — etc. 

1 .10 



siue 



fit X= ^_^,^^^_^^ , atque 1 = ^-4+-^ 

^ sin^' — i(2g — sin2^)(i — ysmg^) ^. , . . . 

I = =-7 V • Is umerator huius (5xpressionis est quan- 

^ ^v{^g — sm2g) ^ ^ 

titas ordinis septimi , denominator ordinis tertii , adeoque | ordinis quai'ti , siquidem g 

tamquam quantitas ordinis primi , siue x tamquam ordinis secundi spectatur. Hinc 

concluditur, formulam hancce ad computum numericum exactum ipsius | hand ido- 

neam esse^ quoties ^ angulum non valde considerabilcm exprimat: tunc autem ad 

hunc finem commode adhibentur formulae sequentes, quae ab inuicem per ordincm 

commutatum numeratorum in coefficientibus fractis diflerunt, et quarum prior e va- 

lore supposito ipsius x — | hand difficile deriuatur *): . 

*) Deductio posterioris quasdam tran^formationes miiiiu obuias aliaque occasioilc cxplicaiidas 
supponit. 

x5 
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siue 

1 = 



• 






LiBR. I, 


Sect 


1= 




TT*« 




« 


" 1 + 


yV*-4f 


X 








I — 


1— tVt* 










I —t\\x 








1 — 


HI* 




1 — etc. 




rrxx 






I- 


-H* 


—s\x 








, 1 — If, 


X 








1 — 


■r\\x 

1 WW* 





1 — etc. 
In tabula tertia huic operi annexa pro cunctia raloribus ipsius « a o vsque ad o,5, 
per singidas partes miUesimas, valores respondentes ipsius | ad septem figuras de- 
cimales computati reperiuntur. Haec tabula primo aspectu monstrat exiguitatem 
ipsius I pro valoribus modicis ipsius ^; ita e. g. pro JB' — -E= lo**, siue g = 5*, 
vbi or = 0,00195, fit 1 = 0,0000002. Superfluum fuisset, tabulam adhuc vlterius 
continuare, quum termino vltimo a:=o,3 respondeat ^ = 66°2 5' siue £! — JB= iSa^'So'. 
Ceterum tabulae columna tertia, quae valores ipsius | valoribus negatiuis ipsius x 
respondentes continet, infra loco suo explicabitur. 

Aequatio. 13, in qua, eo de quo agimus cas'u, manifesto signum superius 
adoptare oportet, per introdj^ctionem quaniitatb | obtinet formam 

Statuendo itaque y^(/+;r) = — , atque ' 

%/ 

[i4] -YTTj-r=zhy omnibus rite reductis prodit 

Quodsi itaque h tamquam quantitatem cdgnitam spectare licet, y inde per aequa- 
tlonem cubicam determinabitur, ac dein erit 
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Ijam etiamsi h implicet quantitatcm adhuc incognitam | , in approximatione prima 

mm 
earn negligere atque pro h accipere licebit ^ , . , quoniam certe in. eo de quo 

agimus casu | semper est qiiantitas valde parua. Hinc per aequationes i5, i6 eli- 
cientur y et x\ ex a: per tabulam III habebitur |, cuius adiumento per formulam i4 
eruetur valor correctus ipsius h , cum quo calculus idem repetitus valores corrc- 
ctos ipsarum y, x dabit: plerumque hi tarn parum a praecedentibus different, vt | 
iterum e tabula III desumta. baud diuersa sit a valore primo : alioquin calculum de- 
nuo repetere oporteret, donee nullam amplius mutationem patiatur. Simulac quan- 
titas X inuenta erit, habebitur g per formulam sini^* = x. 

Haec praecepta referuntur ad casum primum, vbi cosf positiuus esii in 

M 

oasu altero vbi negatiuus est statuimus y (/> — x) =-|F" atque 

MM . " 

[i4*] Y < "Tr =^Hj vnde aequatio 12* rite rediicta transit in banc 

I 

Per banc itaque .aequationem cubicam determinare lic^t Y ex JjT, vnde rursujs x 

deriuabitur per aequationem 

MM 
[16*] x:=L yy' 

MM 

In approximatione prima pro // accjpietur valor --7 —\ cum valore ipsius a? ind© 

per aequationes i5*, 16* deriuato desumetur | ex tabula III; hinc per formulam 
i4* habebitur valor correctus ipsius //, cum quo calculus eodcm modo repetetiu". 
Tandem ex x angulus g eodem modo determinabitur vt in casu primo. 

92. 

Quamquam aequationes i5, i5* in quibusdam casibus trcs radices reales 

habere possint , tamen ambiguum numquam erit, quamnam in problemate nostro 

adoptai-e oporteat. Quum enim h manifesto sit quantitas positiua, ex aequationum 

, tlieoria facile concluditur , aequationem i5 habere radicem vnicam positiuam vel 

1 1 • • •• -I m ' 

rum duabus imagmariis vel cum duabus negatiuis: Jam quum y = ' / . , neces- 



[i5*] //=^-fziT 
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sario esse debeat quantitas positiua, nullam hie incertitudinem remanere patet. 

Quod vero attinet ad aequationem i5*, primo obseruamus, Z/ necessario esse ma- 

lorem quam i : quod facile probatur, si aequatio in art 89 tradita sub forxnam L = 

cosi/* tang 20* . ^ , . , 

1+ cos/' "'*" cosf P^^^^' Porro substituendo m aequatione 13* pro jW, 

r\/{L—x), prodit r+i = (Z.— x)X^ adeoque r+i>(i— x)X> f + ^^^ + 
r^'r—xx + 33 ^g x^+ etc. >^, et proin F>|. Statuendo itaque Yz=z |.+ F', ne- 
cessario P" erit quantitas positiua,' aequatio i5* autem hinc transit in banc 
T'^+2 Y'Y'+{i — II) V^^ — f/Z^ = o, quam plures radices posiliuas habere 
non posse ex aequationum theoria facile probatur. Ilinc coUigitur, aequationem i5* 
micam radicem habituram esse maiorem quoin f*)? quam neglectis reliquis in pro- 
blemate nostro adoptare oportcbit, 

95. 

Vt solutionem aequationis i5 pro casibus in praxi frequentissimis quantum 
fieri potest commodissimam reddaraus, ad calcem huius operis tabulam pecuharem 
adiungimus^ (tabulam II), quae pro valoribus ipsius A ao vsque ad 0,6 logarithmos 
respondentes ipsiusjy ad septem figuras decimales summa cura computatos *exhibet 
Argumentum h a, o vsque ad o,o4 per singulas partes decies millesimas progredi- 
tur, quo pacto differentiae secundae ipsius log yy euanescentes sunt redditae, ita 
vt in hac quidem tabulae parte interpolatio simplex sufficiat Quoniam vero tabula, 
si vbiuis eadem extensione gauderet, valde voluminosa euasisset, ab A=:o,o4 vs- 
que ad finem per singulas tantum millesimas partes progredi debuitj quamobrem in 
hac parte posteriori ad differentias secundas respicere oportebit, siquidem errores 
aliquot vnitatum in figura septima euitare cupimus. Ceterum valores minores ipsius h 
in praxi longe sunt frequentissimi. 

Solutio aequationis i5 quoties h limitem tabulae egreditur, nee Hon solutio 
aequationis i5* sine difficultate per methodum indirectam vel per ahas methodos 
satis cognitas perfici poterit. Ceterum haud abs re erit monere, valorem paruutn 
ipsius g cum valore negatiuo ipsius cosy* consistere non posse nisi in orbitis valde ex- 
centricis, vt ex aequatione 20 infra in art gS tradenda sponte elucebit **). 

*) Siquidem problema rcuera solubile es$e jupponimus. 

**) Oatendit istif aequatio, si cos/ sit ncgatiuus, (fi eerie maiorem esse deberc quam 90<>-— £^. 
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Tractalio aequationum 12,12* in art. gi, 92, 93 explicata, inuixa est sup- 

positioni, angulum ^ non esse nimis magnum, certe infra limitem 66° 26', yltra 

quem tabulam III non extendimus. Quoties haec suppositio locum non liabet , ae- 

qnationes illae tantis artificiis non indigent: poterunt enim forma non mutata tu- 

tissime semper ac commodissime tentando solui. Tuto scilicet, quoniam valor ex- 

2 s ""^^ sin 2 J3f 
pressionis -' : — § , in qua 2^ in partibus radii exprimendum esse sponte 

patet^ pro valoribus maioribus ipsius g omni praecisione computari potest per ta- 
bulas Irigonometricas , quod vtique fieri nequit, quamdiu g est angulus paruus: 
commode , quoniam loci heliocentrici tanto interuallo ab inuicem distantes vix vm- 
quam ad determinationem orbitae penitus adimc incognitae adhibebuntur , ex orbi- 
tae autem cognitione qualicunque valor approximatus ipsius g nullo propemodum 
negotio per aequationem 1 vel 3 art. 89 demanat: denique e valore approximate 
ipsius g valor correctus, aequationi 12 vel 12* omni quae desideratur praecisione 
satisfaciens, semper paucis tentaminibus eruetur. Ceterum quoties duo loci helio- 
centrici propositi plus vna reuolutione integra complectuntur, memorem esse opor- 
tet, quod ab anomalia excentrica totidem reuolutiones completae absolutae [erunt, 
ita vt anguli H — -B, v — v vel ambo iaceant inter o et 36o°, vel ambo inter mul- 
tipla similia totius peripheriae, adeoque f ei g vel simul inter o et iSo**, vel inter 
multipla similia semiperipheriae. Quodsi tandem orbita omnino incognita esset^ neque 
adeo constaret , vtrum corpus coeleste , transeundo a radio vectore prime ad secun- 
dum, descripserit partem tantum reuolutionisj an insuper reuolutionem integram 
rnam seu plures, problema nostrum nonnumquam plurcs solutionis diuersas admit- 
teret: ^tameu huic casui in praxi vix vmquam occursuro hie non iramoramilr. 



95. 

Transimus ad negptium secundum, puta determinationem eleraentormn ex 
innento angulo g, Semiaxis maior hie statim • habetur per formulas 10, 10*^, pro 
quibus etiam sequentes adhiberi possunt: 

^mmeosf^rr Ichtt ^ 

U7J ^— yysmg^ "" ^yyrr cos f^eing^ 

[17 ] a— rrsin^* ~ 4ryrrco8/^sin^ 
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Semiaxis minor b = ^ap habetur per aequationem i , qua cum pracccdentibus com- 
binata prodit 

[18] p^[-—^i J 

/ rrr' sin 2/ V 

lam sector ellipticus inter duos radios vectores atqiie arcuiii ellipticum content us 
fit zzn^kt^pj ^triangulum autera inter eosdem radios vectores atque chordam 
z=:\rr aln^f: quamobrem ratio sectoris ad triangulum est \i y:v vcl Y:i. Haec 
obseruatio maximi est momenti , simulque aequationes 12, 1^ pulcherrime illustrat : 

patet enim hinc, in aequatione 12 partes w, (/+x)*, X(/+a;)^, in aequatione 12* 

autem partes M^ {L^r^xy, X{L — a;)* respectiue proportionales esse areae sectoris 
inter radios vectores atque arcum ellipticum), areae trianguli (inter radios vecto- 
res atque' chordam), areae segmenti (inter arcum atque chordam), quoniam mani- 
festo area prima aequalis est vel summae vel differentiae duarum reliquarum, prout 
^' — p vel inter o et 180° iacet vel inter i8o*et 36o°. In casu eo, vbi v — v ma-* 
ior est quam 56o*, areae sectoris nee nbn areae segmenti oream integrae ellipsis 
toties adiectam concipere oportet, quot reuolutiones integras ille motus continet. 

Quum b sit = a cos 97, e combinatione aequationum 1, 10, 10* porro se- 
quitur . 

singtang/ 
[19] cos<p= 2(/+sinig^) 

r •! —sing tang/ 

[19*] C0S9. = ^i^L-smlg^ 

vnde substituendo pro /^ L valores suos ex art. 89 prodit 

r T sin/sing 

130] cosfl?= 7; ; — z 1 — T" 

^ -^ ^ 1 — cos/cosg+2tang5i a> 

Haec formula ad calculum exactum excentricitatis non est idonca, quolies haecce 
modica est: sed. facile ex ista deducitur formula aptior sequens 
r 1 ^ X « sinl(/— g)^+tang2 o* 
[21] tang,9. = sini(/+g)^+tang2a,* 

cui etiam forma sequens tribui potest (multiplicando numer'atorGm el dcnominatorem 
per cosfi?*) 

r^al tail. ' ,,»- ^ini(/-ff)'+cos^(/.~g)'8in2fi>' 
[22] tang,^, _ 3inM/+^r+co3i(/-^/«ia3«» 
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Per Ttramque formulam (adhibitis si placet angulis auxiliaribus quorum tangentes 

tangaw tangao . . sinaa} sin 2 a 

siniif-g) > smi(f+g) P™ P"°"' ^^* l^SiT(7-^) ; tan^i-CZ+S; ^'" 
posteriori) ongnluin 97 omni semper praecisione determinare licebit. 

Pro determmatione anguli G adhiberi potest formula sequens, q^uae sponte 
demanat e combinatione aequationum 5, 7 et sequentis. nou numeratae: 

(r — t)sing 

[23] tang G = (/+;,) cos^---2cos/Vrr' 

e qua, [introducendo o, facUc deriuaiur 

si ng sin 2 6? _^_^ 

[24] tang G = cos2a>*sini(/— ^^si^ i C/'+ ^) + sin 2 6>* cosg 

Ambiguitas hie remanens facile deciditur adiumento aequationis 7, quae docet, G 
inter o et 180° vel inter 180*" et 36o'' accipi debere, prout numerator in hi» dua- 
bus formulis positiuus fuerit vel negatiuus. 

Combinando aequationem 3 cum his, quae protinus demanant ex aequatione 
II art 8. 

^ * ^^ .r • n 

— -7- = sm/smjr 

r r P 

1 1 2 2^ ^„ 

— ■• + — r = — + cos/cos F 

nuIlo negotio deriuabitur sequens 

(r — r)sinf 

[25] tangF = 3eos^v/rr— (r+r)cos/ 

e qua, introducto angulo Oy prodit 

^_^ sin /sin 2 o . 

[26] tangF = ^^^ 2 fi)* sin i (f—gYsiniif+g) — sin 2 a>' cos/ 

Ambiguitas hie perinde toUitur vt ante. — Postquam angiili jP et G inucnti erunf, 

habebitur i^;=JP — f^'i/=zF+fy mde positio perihelii nota erit ; nee non E=G' — gy 

it 
JE*:=::G+g. Denique motus inedius intra tempus t erit ==— ^=:2^-2^cosGsin5^, 

a* 

quarum expressionum consensus calculo confirmando inseruietj epocha autem ano-r. 
maliae mediae, respondens temporis moijiento inter duo proposita medio, erit 
G — esinGcos^, quae pro lubitu ad quoduis aliud tempus transferri poterit. Ali- 
quanto adhuc commodius esty anomaUajs medias pro duobus temf)orum monienti* 
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(lalis per formulas E — esinE^ E' — esinEf compulare, hariunque differentia cum 

It 

— r coniparanda ad calculi coufii'mationem \1i. 

96. 

Aequationes in aii:. praec. traditae tanta quidem concinnitale gaudent, ,Yt 
nihil amplius desiderari posse videatur. Niliilominus eruere licet formulas quasdam 
alias, per quas elementa orbitae multo adhuc eleganlius et commodius delerminan- 
tur: verum euolutio harum formularum pauUulo magis recondita est 

Resumimus ex art. 8 aequationes sequentes , quas cbmmoditatis gratia nu- 
meris nouis distinguimus : 

I. mihvy/—=ismiEs/{i^e) 

r 

II. cos i v\/ — = COS i E^{\ — e) 

r' 
- IV. cosivV— =cosi£'V(i— e) 

Multiplicamus I per sin4(P+g), II per cosJ(P+5'), mde products addifis nan- 
ciscimur 

co3i(/+g^)v/— = 8m4JE8m*(P+^)V'(i+e)+co8ii?cosi(F+^)v'(i— e) 

siue propter V'(i+e) = cos49>+sini97, y'Ci — e) = co8i9> — iin^tp, 

r 
cosi(/+g)v'— =co8i9>co8(iP.— iG+^) — fiini9,co8i(/'+G) 

Prorsus simili modo multiplicando III per sml{F — g), IV per cos\{F — g)^ pro- 
dit productis additis 

r' 
cos i (J+g) \/ — = C08 i 9* C08 (i F— i G—g) — jsin i 9? cos i (P+ G) 

Sabtrahendo ab hac aequatione praecedentem, oritur 

eo8i(/+£r) (v'— — V'— j= 2cos49>sin^8in§(F— G) 

siue introduCeHdo angulum auxUiarem o 

[37] cosS(/+£r)tang2o =sm4(F— G)oo5i^am5r^-^ 
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et 28 deterininabuntur i(JP — G) et cosi9?sm^\/-^^= P, nee non ex 39 et 5o 



HEIiATIONES INTRR LOCOS PLVRB8 IN ORBITA. lo5 

Per transformationes prorsus similes ^ quarum euolutionem lectori perito relinqui- 
mus , inuenitur 

[28] ^^^^^+g) =cos4(F— g)co5iysmg\^ -^ 

^ -* cos 9(y ^ ^ »'rO'^7-/< 

4 

[29] cosJ(/ — ^)tang2a>=sini(P+G)smi9?sin^V 

r ^ sin icy R") ♦ «<3f 

Quura partes primae in his quatuor aequationibus sint quantitates cognitae^ ex 27 

* aa 
rr 

4 aa , , 

perinde i{F'\'G) et sin^^singv ^ = Qj ambiguitas in determinatione angu- 

lorum y{P — G)y i(-F+G) ita decidenda est, vt P et Q cum sin ^ idem signum 

y aa 
oblineant. Dein A P et Q deriuabuntur i q> ei singV 7':=R. Ex jR deduci 

RR\/rr sin/* V'rr . . .„ . ^ . , 

potest a= : 2 — , nee nonj7=: ^^ — , nisi ilia quantitate, quae lien de-^ 

bet = + v/( 2 ( /+ sin X 5" * ) cos/) =+v/(- 2(Z/ - sin i^ cos/) , vnice ad calculi confirm 
mationem vti malimus, in quo casu a et /? conunodissime determinantur per for- 
mulas 

sin/V rr ^ , 

6 =:; : , a = • p:=:o COS CO 

smg ^ cosip ' ^ ^ 

Possunt etiam, pro lubito, plures aequationum art. 89 et gS ad calculi confirma^ 

tionem in vsum vocari^ quibus sequentes adhuc adiicimus; 

2 tang 2 « rr . ^ . 

%/ = ^sm6rsini7 

cos iGi ^ aa ° 

2 tang 2 G> . /m . _ . ^ 

i/-^^ = ^sinPsin/ 

cos2 6> ^ rr "^ 

2 tang 2 61 
cos2fi> =tangysinGsin/=itangysinPsingr 

Denique motus medius atque epocha anomaliae mediae perinde inuenientur yt in 
art praec. 

97. 
Ad illustrationem methodi inde ab art. 88 expositae duo etempla art. 87 
resumemus: anguli auxiliaris e} significationem hactenus obseruatam, non esse con- 

i4 



> 
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fundendam cum ^^ io qua in ajrt 87, 88 acceptum eral idem fiignum, ^ix opus 
erit monuisse. 

I* 
I. In exemplo primo habemus /==3*'47'3 6^865, porroque log = 

9>99i4:599, log tang(45*' + Q)=: 9,997864975, g)= — 8'27''oo6. Hinc per art. 89 

log sin f/* 7,0389972 logtang2fi>* 5,3852428 

log cos/ 9.9990^88 log cos/ 9>999Q488 

7,0399484 5,384i94o 

= log 0,00 10963480 S= log 0,00002 42211 

•dieoqu^/=o,ooii2X>569i, ^ + /=o,8344559. Porro fit log 1:^=9,5766974 

alog^f 9,1533948 

C. |log rr' ;..9,o2o5i8i 

C . log 8 cos/^ . ...9,0997656 
lognwi 7,2736765 

Jog 4 + /. 9 ,92i4o25 

7,5522742 

Est itaque valor approximatus ipsius A = 0,00225047, cui in tabula nostra If re- 

ntn% ""'" 

spondet logj^= 0,002 1653. Habetur itaque log = 7,2716132, sine- 



yy '^ ' ' yy 

= 0,001868087, vnde per formulam 16 fit a?= 0,0007480179: quamobrem quum | 
per tabulani III omnino insensibilis sit, valores inuenti pro h^ y^ x correclione non 
indigent. lam determinatio elementorum ita se habet: 

logo:..... 6,8739x20 ^ 

logsin^^... 8,4369560, 1^=i"5^/2''q286, i(/+g)=3'27'45''46ii , i(/— ^)=. 
19^4 1*4059. Quare ad normam formulartim 27,28,29^50 habetur 

logtang2fi> 7,6916214/1 C.logcos2fi; o,ooooo52 

logcosi(/+g) 9^9992065 logsini(/+5^) 8,7810188 

logcosi(/— g) 9.9999929 ^ ^ogsinlC/— g) 7^757970 9 

logP sial[F—G) 7,6908279/* logQsini(i''+G) 7,6916143/2 

^ogPcosKT^— G) 8,7810240 log<?cos^(J^+G) 7,7679761 

i(^'— G)— ^4°5«'W54 log:P=logitcos4^ 8,^7834527 

^(F+G)= 519 2i58q5 logQ=log7gsinly 7,8778555 

F— 5i4 42 56,5i Hinc i 9?= f 6' o' 955 

^ p=; 3io 55 29,64 9P=i4i2.i,87 

v'= 3i8 5o 25,57 logif 8,7867960 
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Grrr: 3d4 0^19 Sq Ad calculum con£rmandum 

^= Sap 5a i5,53 i^ogacosf. o,i5oo394 

^= 327 8 23,65 ilog(/+a;)=log ^-....8,6357566 

. — ^ 3? - 



8,7857960 



i log rr 0,3264959 log sin 97 9,5897262 

logsinyi 8,8202909 log 206265 5,5 1 4425 1 

C.logsin^ 1,2621765 logeinsecundis 4,7o4i5i3 

log6... o,4o8g6i3 logsin E, 9,8000767 n 

log cosy... 9,9 865224 logsin.£' 9,7344714 n 

logp 0,0954857 log ^ sin ^ 4,5o4228o n 

log a ...0,4224589 log^sinjE' 4,4586227 n 

logk 5,5500066 esmE= — 5i952'i4 = — 8°52'i2''i4 

^jQg» o,6 5 5658^ 'esm£'=— 27455,08=— 73735,08 

2,Qi65482 ,Y. ,. -. 

'^ _ Hmc anomalia media 

pro loco primo =; 329°44'27*67 



logf ..i,54i 1 160 

4,2574642 



_, . ,.1. P^^ secundo = 354 45 58,73 

Est itaque motus medius diur- :^rr^ ; r ^ — ^ 

^ ^ Differeuiia = 5 1 3 1,00 

nus = 824''7989. Motus medius 
intra tempus ^ = 18091 ''07 
■ 1 01 07 

II. In exemplo altero fity=:3i**27'58*32,o=— 2i'5o'565, /=o,o8635659, 

Ttint 
log mm = 9,355o65 1 , -7-7-7 sine valor approximatus ipsius A= o,245i454; hiiic in 

mm 
tabula II respondet logj^' = 0,1 722685, vnde deducitur =o,i5i654o8, x=3 

0^06527749, hinc e tabula III sumitur | =:o,ooo253i. Quo yalore adhibito prod- 

mm 
eunt valores correcti ^ = 0,2450779, logy/ = 0,1 7223o3, = 0,15164757, a?=s 

0,06529078, 1=0,0002552. Quodsi cum hoc yalore ipsius |, ynica tantnm ynitate 
in figura septima a priori diuerso, calculus denuo repeteretur; A, log^, x mii- 
tationem sensibilem non accipcrent, quamobrem yalor inuentus ipsius x iant est 
verus, statimque indo ad determinationem elementorum jprogredi licet. Cui hicf 
non immoramur, quum nihil ab exemplo praecedente difTerat 

III. Haud abs re erit, etiam casum alteram ybt cos^ negatiuus est exem- 
plo illustrare. Sit i^' t- v =: 234^ o 0% sue /=: 1 ra"* o' o" , log r =: o, 1 394892 , log r 
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= 0,5978794, ^ = 206,80919 dies. Hie inuenitur iai=+4'*i4'43'78, 7:1=1,8949298, 
log ilfilif =0,6724333, valor primus approximatus ipsius log ^=0,6467603, ynde 
per solulionem aequationis i5* obtinetur 1^=1,591432, ac dein a: = 0,037037, cui 
respondet, in tabula HI, | = 0,0000801. Hinc oriuntur valores correcti log H =: 
0,6467931, F=: 1,5916107, iir= 0,0372195, 1=10,0000809. Calculo cum hoc 
valore ipsius | denuo repetito prodit a: =: 0,03722 13, qui valor, quum | inde baud 
mutata prodeat, milla amplius correctione indiget. Inuenitur dein i5^ = ii°7'25''4o, 
atque hinc perinde vt in exemplo I 

i ( jP — G ) =: 3°33'53''59 log P =: log i2 cos iq> 9?970o5o7 

i(F+G)=826 6,38 logO = logiZsin i9? 9,858o552 

F — 1 1 59 59,97 \(p — 37°4i'34''27 
V = — 100 o o,o3 (p ^=Lrj^^Z 8,54 
v' = + 1235959,97 logAf..... 0,0717096 

G- rzx 4 52 12,79 ^^ calculi coniirmationciii eruitur 

^= 172238,01 1^„ ^ ,/ ^ r. 

^ ' ' ^^g"y^V — 2 cos/. ...... .0,0717097 

JE— + 27 7 3,59 ^ ^ 

In orbitis tarn excentricis angulus (p paullulo exactius computatur per formulam 19^, 

quae in exemplo nostro dat ^ = 75 23'8''57; excentricitas quoque e maiori praeci- 

sione determinatui:, per formuTam 1 — 2 sin (45**— i 9?)* quam per sin 9?; secundum 

illam fit e = 0,96764630. 

Per formulam 1 porro inuenitur logJ =10,6576611, vnde logp = 0,0695967, 

log a = 1,2557255, atque logarithmus distantiae in perihelio'=log — -7- — = 

1 + ^ 

log a ( 1 — e) = log 6 tang (45"* — i 9^) = 9,7666496. 

« 
In orbitis tantopere ad parabolae similitudinem vergentibus loco epochae 

anomaliae mediae ^tssignari solet tempus transitus per perihelium ; interualia inter 
hoc tempus atque tempora duobus locis propositis respondentia determinari poterunt 
ex dementis cognitis per methodum in art. 4i traditam, quorum differentia vel 
summa (prout perihelium vel extra duo loca proposita iacet vel intra) quum con- 
sentire debeat cum tempore f, calculo confirmando inseruiet — Ceterum numeri 
huius tertii exempli supgrstructi erant elementis in exemplo art. 58 et 43 supposi- 
tis, quin adeo istud ipsum exemplum locum nostrum primum suppedif auerat : diffe- 
rentiae leuiusculae elementorum hie erutorum vnice a limitata praecisione tabula«* 
rum logarithmicarum et trigonometricarum originem traxerunt. 
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98. 

Solutio pr6blematis nostri pro ellipsi in praecc. euoluta ^tiam ad parabo- 
1am et hyperbolam transferri posset^ considerando parabolam tamquam ellipsin, in 
qua a et 6 essent quantitates infinitae, y = go°, tandem JSy E^ gy G=::o'j et 
perinde hyperbolam tamquam ellipsin in qua a esset negatiua, atque 6, Ey Efy gj 
Gj q> imagiuariae: malumus tamen his suppositionibus abstiiiere , problemaque pro 
yti*oquc sectionum conicarum genere seorsim tractare. Analogia insignis inter omnia 
tria genera sip sponle se manifestabit 

Retincndo in PARABotiA characteres />> <^, ^', -P, fy r, r', / in eadem si- 
gnificatione in qua supra accepti sunt, habemus e theoria motus parabolici: 

Wv/-^=C05i(F~/) 

-^=tangi(F+/) - fangi(/^— /) + |tang4(i?+/)»— 4tangi(F— /)' 
P 

= |tangi(/'+/) — tangiCi?— /)| . { i +tangi(P+/)tangi(F— /) 

+ lOaiigi(/^+/) — tangiCF— /))»! 
2 sinf^ r/ ( a cosf^ rr' 4 sinf* rr ) 

= — y—\ — p — +—3^^~"}' ^"^^ 

ITT 1.. aain/cos/.rr . 4sm/»(r/)^ 
1.3] *'= ^J + ^ 

Porro dedudtur ex multiplicatione aequationum i, s 

•^^^ --^;?77- = cosF+cos/ 

nee non ex additione quadratorum 

C^l -^^^^=:1+C0SPC0./ 

Hinc eliminato cos P 
rei ^_ ar/sin/" 

Quodsi itaque aeouationes 9, 9* art 88^ hie qnoque adoptamus; priorem pro cos/' 
posltiuo^ posterior em pro ncgatiuo, babebimus 



Digitized by 



Google 



no LiflR. I. Sect. III. 

sin/Vr / 
WP— 2 /cos/ 

sin/V^/-' 

quibus valoribus in aequatione 5 substitutis , prodibit, retinendo characteres m, M 
in significatione per aequationea 1 1 , X x"^ art. 8& st^bilita, 

[8] m=/* + t/* 

[8*] ;itf=_z.^+*-Z>* 

Hae aequationes conueniunt cum 12, 12* art. 88, si illic staluatur ^=0. Hinc 

colligitur, si duo loci heliocentrici, quibus per parabolam salisfit, ita tractenlur, 

ac si orbita esset elliptica, ex applicatione praeceplorum art. 91 statim resultare 

debere ar =0; vice versa facile perspicitur, si per praecepta ista prodeat a:=:o, 

orbitam pro ellipsi parabolam euadere,* quum per aequationes 1, 16, 17, 19, 20 

fiat 6 = 00, « = oo, 9? = o. Determinatio elementorum facillime dein absoluitur. 

Pro p enim adliiberi poterit vel aequatio 7 art praesentis, vel aequ. i8 art. 96 *): 

\/r—\/r 
pro F autem fit ex aequationibus 1, 2 huius art. tangli^= / / , / cotangl/=: 

sin 2 (o cotang J/, si angulus auxiliaris in eadem significatione accipitur , vt in art. 89. 

Hacce occasione adhuc obseruamus , si in aequ. 3 pro p substituatur valor 
eius ex 6, prodire aequationem satis notam 

it/= j. (r + r + cos/, s/rr) (r + /— 2 cos/, y/rr/f y/^ 

99- 
In HYPERBOLA quoque characteres /?, v, v', /, -F, r, r', t in signifi- 
catione eadem retinemus, pro semiaxi maiori a autem, qui hie negatiuus est, scri- 

1 
cosy/ • 



bemus — a; excentricitatem e perinde vt supta art. 21 etc. statuemus=' 



C 

Quantitatem auxiliarem illic per u expressam, statuemus pro loco prime =-^ — , pro 

sccundo -=.€0^ vnde fieicile concluditur, c semper esse maiorem quam 1 , sed cete- 
ris paribus eo minus difierre ab 1 , quo minus duo loci propositi ab inuicem distent 
Ebc aequationibus in art 21 euolutis hue transferimus forma pauUulum mutata sex- 
tam et septiniam 

*) Vnde aimiil patet, r et K in parabola eUsdem rationes expcimere vt in cUip&i^ v. art. gS. 
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[,] cosiv=^v'- + V'-cjV-^ 

La] siniv=4^v'— ~>/^jv/ ; 

[3] cosiv'=ifv^Cc + v/-^^jv/— -7^^ 

[4] 8iniv^ = t(^V^Cc— v/-c7jv^ ^ \'- 
Hinc statira demanant sequentes: 
[5] 8inJ'=ia(^C— ^jv/— 77— 

[6] 8iii/=4a(c— -)v/— -7 



L7] cosP = (^e(c+-^)-(C+-^))-^ 

[8] cos/=(.(C+-^)-(c+-^))-^^ 
Porro fit per aequ. X art. 21 

atque hinc 

[»o] -^ = 4.(C+-^)(c + ^) -a 
Haec aequatio lo cam 8 comblnata praebet 
r +r— (c+ 4-)co«/V'''-' 



[I,] «=. 



*(^-f)* 



r' 



Statuendo itaque perinde vt in elHpsi — ^ ^L=ri+2/, vel = i — aZ/, prout 

3 cos/" 
cosy est positiuus vd negatiuus, fit 
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t»3] «= 

- 8(Z,+i (v'c-v^-^)*) COS/. v/r/ 
[13*] «= - 

^ c ' 

Compiitus quaatitatis / vel L hie perinde rt in elUpsi adiuihento anguli aiixiliaris « 
instituetur. Denique fit ex aequatione XI art. 22 (accipiendo logarithmos hypeibo- 
licos ) 

ht ,^ 1 C c C 

-|-=Je(Cc— ^ — — + -^) — logCc+Iog~ 

I 

-. . . . ' i 

siue eliiuinata C adiumento aequationis 8 I 

-^= a +i(cc— — ) — 2logc ' 



cc 



In JUP aequatione pro a substituimus valorem eius ex 12, la*; dein characterem 
m Vel M in eadem significatione , quam formulae 11, 11* art 88 assignant, inlro- 
ducimus; tandemque breuitatis gratia scribimus 



1 

cc- — 41offc 



C 

quo facto oriuntur aequationes 
115-] m = {I— z)i+(l—z)iz 

quae vnicam incognitam z implicant, quum manifesto sit Z fimctio ipsius z per 
formulam sequentem expressa 
^_ {i+2z)\/(z + zz)—log(\/(i+z)+\/z) 
fi{z+zz)^ 
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lOO. 

In soluenda aequatione i3 vel i3* eum casum pnmo seorslm considerabi- 
mus, vbi z obtiiiet valorem baud magnum, ita y\. Z per seriem secundum potesta- 
\^^ ipsius z progredientem celeriterque conuergentem exprimi possit lam fit 

(i + 2zV(2+'2^)='S^ + 4^* + f2r^..., log(v/<i+Js)+V'2)=«*— *«^ + :fVA..,adeo- 
que numerator, ipsius Z=|-je" + f 2*...; denominator autem fit = 2z* + 3 jc^.., mde 
Z = f — f 5:.... Vt legem progressionis detegamus, difierejltiamus aequationem 

2(z+rjs)*Z = (i + 2z)v/>4.jz2) — Iog(v^(i+z) + v^z) 
vnde prodit omnibus rite reductis 

s{z + zz)^—-- + 5Z{i+Qz)\/(z + zz)=zi\^{z+zz) 

sine 

dZ 

(fiz + azz)-j^ =4— (5+6je)Z 

vnde simili ratione vt in art. 90 deducitur * 

^ . 4.r» , 4.6.8 4.G.8. 10. , 4.6.8.10.12 . 

^=T — 375^ + 537^^^— 3X7.-^^ +3Xr?TT 2'— etc. 

Patet itaquc, Z prorsus 'eodem modo a — s pendere, vt supra in ellipsi X ah x: 

quamobrem si slatuimus 

z ' 

i + Y'A'^ + ' 

determinabilur etiam f perinde per — z vt supra | per *, ita Tt habeator 



L"*J 


^~ »— TT5 + f°r2 




i+v%z 




I + tVt^ 


1 


. I + etc. 


siue 




?=■ 


TT«« 


J+ifs + ^^i 




1+nz 




i + tW« 



1 + etc; 
Hoc modo computati sunt valores ipsius f pro z =0 vsque ad z=:o^3 per singu-^ 
las partes millesimas, quos columna tertia tabulae III exhibet 



i5 
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101, 

Inlroducendo quantitatem f statuendoque \/(/— i^) = — vel ^{L-^z)^s:'y^ 
nec non 

mm 

aequationes i3, i3* hancce formam indmint 

adeoque omnino identicae fiunt cum iis ad quas in ellipsi peruentum est (i5, i5* 
art. 91). Hinc igitur, quatenus h vel H pro cognita haberi potest, y vel I^deduci 
potent, ac dein erit 



[17] z = / 

Ex his colligitur, omnes operationes supra pro elHpsi praescriptas perinde etiam pro 

hyperbola valere, donee e valore approximato ipsius h vel H eruta fuerit quan- 

7nm M3T 

titas y vel z; dem vero quantitas — / velZ/— • -^Fy-, quae m ellipsi posi- 

tiua euadere debebat, in parabolaque = o ^ fieri debet negatiua in [hyperbola: hoc 
itaque criterio genus sectionis conicae definietur. Ex inuenta z tabula nostra dabit f, 
hinc orietur valor correctus ipsius h vel JI^ cum quo calculus repetendus est, do- 
nee omnia ex asse conspirent. 

Postquam valor verus ipsius z inuentus est, c inde per formulam c = 
l+2r + 2V'(js + £z) djBriuari posset, sed praestat, etiam ad vsus sequentes, an- 
gulum auxiliarem n introducere, per aequationem tang a n=:Q\/ (z-i-zz) determi- 
nandum; hinc fiet c:=:tang 2 /z + ^'(i +tang 2/2*J=:tang(45° + /i) 
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102. 

Quum in hyperbola perinde vt in elUpsi y necessario esse debeat positiuo, 
solutio aequationis 16 hie quoque ambiguitafi obnoxia esse nequit*): sed respectu 
aequationis 16* hie paullo aliter ratiocinandum est quam in ellipsi. Ex aequatio* 
num tlieoria facile demonstratur, pro valore positiuo ipsius H*^) hanc aequationem 
(siqiiidem vllam radieera realem positiuam habeat) cum vna radice negatiua duas 
positiuas habere, quae vel ambae aequales erunt puta = |-\/5 — ^ = 0,20601, vel 
altera hoc limite maior altera minor. lam in problemate nostro (suppositioni su- 
perstructo, z esse quantitatem haud magnam, saltem non maiorem quam o,3, ne 
tabulae tertiae ysu destituamur) necessario semper radicem maiorem acdpiendam 
esse sequenti modo demonstramus. Si in aequatione i3* pro M substituiiUr 
Y\/{L + z), prodit r+i = (Z/ + z)Z>(i+^)Z, sine Y> 

T — 376 ^ + 5.5.'y ^z — 5,5,^.<^ «' + etc. , vnde facile concluditur , pro ralori- 
bus tam paruis ipsius z, quales hie supponimus, semper fieri debere ^f> 0,20601* 
Reuera calculo facto inuenimus, vt (i+z)Z huie hiniti aequalis fiat, esse debere 
z = o,7g858: multum yero abest, quin methodum nostram ad tantos ralores ipsius. 
z extendere velimus. 

io5. 

Quoties z valorem maiorem obtinet, tabulae III limites egredientem, aequa- 

tiones i5, i5* tuto semper ac commpde in forma sua non mutata tentando soluen- 

tur, et quidem ob rationes iis similes quas in art. 94 pro ellipsi exposuimus. In 

tali casu elcmenta orbitae obiter saltem cognita esse supponere licet: tum verof va-» 

sin f^ rr 
lor approximatus ipsius n statim habelur per formulam tang2/2r=: jrr \ t 

quae sponte demanat ex aequatione 6 art. gg. Ex n autem habebitur z per for^ 

:^^.^ 1 — co s2yg sin /I* . ^ . . 

^ mulam z = = — , et ex valore approxmiato ipsms z paucis 

2 cos 2 n cos 2 /I ' rr 1 r 

tentaminibus deriuabitur ille, qui aequationi i3 vel i3^ ex asse satisfacit Possunt 

quoque illae aequationes in hac forma exhiberi 

*) Vix opus exit monere, tabulam nostram 11 in hyperbola perinde vt in ellipsi ad solutionem 
huius aequationis adliiberi posse , quamdiu h ipsius limites non egrediatur. 

**) Quantitas II manifesto fieri nequit negatiua, nisi fuerit ^ > J; tali autem valori ipsius ^ re* 
•ponderet valor ipsius s maior quam 2^684, adeoque limites liuius mctbodi longe egredieni. 



Digitized by 



Google 



»»6 LiBK. I. Sect. III. 

t » f tang 2 n 

m^ (l-^-^aL^) %.o(7- «°»' ) | ~^87^ log hyp tang ( 45° + n) 

cos3» '' cos2/» ^ ( tang 2 n» 

t , f tang 2 » \ 

cosa/*^ cos2/e ^ ( tang^^i^ ' j 

at^uQ sic, neglecta z, statim valor verus ipsius n end. 

io4. 

Snperest, vt ex r , n\elc elementa ipsa determinemns. Statuendo a \/ (ee^^'i) 
=^, habebitur ex aequatione 6 art. 99 

[18] 3 =• ^ ^ 

'• -" ^ tang 2 /^ 

Combinando banc formulam cum 12, 12"^ art 99/ eruitur 

[,9] V.iee-i) =tangy. = J^iJ^S2JL 

r ♦! X tang/tang 2 n 
[19*] tang,y.= 7(t+-f)— 

vnde excentricitas commode atque exacte computatur; ex fi et ^(ee-^i) prodibit 
per diuisionem a, per multiplicationem p, ita vt sit 

2{l— z )cosf,\/ rr ^ mm cos f. \/ rr kkft 

tang fin yytang^rt^ 4 FFrr cos/* tang 2 /i* 

s- "^^(^ + ^)^osf.^rr _ —5iMMcosf.\/rr itit/^ 

tang 2 72* ~ I r tang 2/2* "" 4yy rr cos/* tang 2 n* 

_ gin/, ta n g/ y/rr _ yj^ sin/ tang/ y/ rr /yr/s in2/ y 

^ 2(/ — jz) 2 77i//i — V^ i^ y 

_ — sin/ tang/ ^r/ _ — rr sin /tang/ |/r/ / rr/sm2/ V 
2{iy + :2) 2i)!/i»f — y tt ) 

Expressio tertia et sexta pro />, quae omnino identicae sunt cum formulis 18, i8* 
art. 95, ostendunt, ea quae iUic de significatione quantitatum y, r tradita sunt, 
etiam pro hyperbola valere. 



E combinatione aequationum 6, 9 art. 98 dedudtur (r — r)\/ > 

= esinf.{C |^)j introducendo itaquey/eto?, 8tatuendoqueC=tang(45''+iV), fit 
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2 sin Tfj tang 2 & 



[20] tang 2^= . „ 

*• -• ° siny cos 2 6> 

Inuento hinc C, habebuntur valores quantitatis in art. 21 perw expressac pro vtro- 

que loco; dein fiet per aequationem III art 21 

; Cc—\ 

**°8 * *' = (Cc+ oTang^y/ 
siue introducendo pro C, c angulos JV, n 
' , sin(JSr— ^«) 

[2i]tangiv= eos(A + »)ta^4ir" 

r V.T * "r ' 8in(JV+») 

tai»]taBg4v= cos (iV-«) tang iy 

Hinc determinabuntur anomaliae verae i^^ v' y qiiarum differentia cum 2/" comparata 
siinul calculo confirmando inseruieL 

Denique per formulam XI art. 22 facile deducitur, interoaHum temporis a perihe- 
lio vsque ad tempus loco primo respondens esse 

_a^f 2gco8(iV+/^)sin(jy--7^) _ tang(45^ + JV) ) 

it \ cos 2 N cos 5in S TP ^^^g ^ 450 ^ ;^) j 

et perinde interuallum temporis a perihelio vsque ad tempus loco secundo respondens 

=^T I cos a NL.n ^-loghyptang(45'' + iVr)tarlg(45' + n)| 

Si itaque tempus primum 8tatuitiu:= JT— if, adeoque secundum = 5r+ t ^> fi* 

vnde tempus transitus per perihelium innotescet; denique 

quae aequatio, si placet, ad yltimam calculi confirmodonem adbiberi potest. 

io5. 

Ad illustrationem horum praeceptorum exemplum e duobus locis in artf. 
23, 24, 25, 46 secundum eadem elementa hyperbolica calculatis conCciemus. Sit 
itaque p' — i^ = 48' 1 2' o" siue / = 24° 6' 0% log r = o^oSSSSSS , log r = o,20o85 i 1 , 
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f = 51,49788 dies. Hinc inueniturw = 2°45'28*'47, /= 0,057960093 



mm 

T+T 



siue 



valor approximatus ipsius A = 0,0644371; hinc^ per tabulamll, log jy =;z o,o56o848, 



mm 



yy 



= o,o5o47454, 2= Oj00748585, cui ia tabula III respondet ^=o,ooooo32. 



mm 



Hinc fit valor correctus ipsius A = o,o644369i , logyj^ = o,o56o846, = 

yy 

o,o5o47456, 2 = o,oo748583, qui valores, quum f inde non mutelur, nulla am- 
plius correCiione opus habent. Jam calculus elementorum ita se habet; 
iogz 7,8742399 loglang/. 9,65o6i99 



log(i +z) o,oo32389 

log\/ {z + zz) 8,9587094 

log 2 o,3oio3oo 

log tang Qn 99^^276^4^ 

an = 9°5i'ii''8i6 

n =3 4 55 55, 908 

log sin/. 9,6110118 

logy/rr 0,1171060 

C.logtang2A? 0,7602306 

log/9 0,4883487 

log tang y/ 9,88628(38 

log a 0,6020619 

logp 0,3746555 

(esse deberent 0,6o2o6oO 

' atque 0,3746356) 

log sin (iV — n) 8^7406274 

C.logcos(N+72) 0,0112902 

log cot iy/ 0,4681829 

log tang i V 9,220ioo5 

iV = 9' 25^29*97 
V = 18 5o 59, 94 

(•ss t deb ore t 18 Sl'o") 



log i tang 2 n 8,9387594 

C.log(/ — jg) 1,296927-^ 

log tang -^ 9,8862868 

y/ = 37° 34' 5 9' 7 7 

(esse deberet s d-^»:55'o") 

C.logisinf, 0,6900182 

logtang2(5; 8,98483i8 

C . log cos 2 o) 0,0020 1 56 

log sin y/ 9,7852685 

log tang 2 A^. 9,462 i34i 

2iNr = i6°9'46'253 

N =: 8 4 53,127 

N-^n =z 39 17,219 
2^+n = i3 o 29,035 

log sin (AT+Tz).... 9,3523527 
C . log cos (iV- 72)0,0006587 

log cot i?// ,4681829 

log tang ii^' 9,82119413 

ip' = 33° 3i' 29" 93 
«/ = 67 2 59, 86 , 

(tne deberet 67° 3' O* 
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loge o,ioioi84 log^ , o^ioioi84 

log tang 2 iV 9,462 i54i log tang 2/2 9^2397694 

Clog cos 2 7? 0,006455 9 C. log COS 2 A^. 0,0176142 

9,5696064 9,5583o20 

numerus = 0,57119863 numerus = 0,22819284 

logliyptang(45''+A^)=: log hyp tang (45'' + «) = 

0,28591201 0,17282621 

Diflbrenlia = 0,08 52 86 12 Diflerentia = o,o5556663 * 

log 8,9508783 log , 8,7452480 

lloga 0,9050928 lloga 0,9050928 

C.logiC' :i,7644i86 , Clog it 1,7644186 

logjT. 1^5985897 log 2 o,5oio5oo 



T = 59,66558 log/ 1,7117894 

/ = 51,49788 
Distal itaque transitus per perilielmm a tempore loco primo respondente 13,91 444 
diebus, a tempore loco secuudo respondente 65,4i232 diebus. — Ceterum diffe- 
rentias exiguas elementorura hie erutorum ab iis, secundum quae loca proposita 
calculata fuerant, tabularum praecisioni limitatae tribuere oportet 

106. 

In tractatu do relationibus maxime insignibus ad motum corponira coelestium 
in sectionibus conicis spectantibus, silentio praeterire npn possumus expressionem 
elegantem temporis per semiaxem maiorem, summam r+r atque chordam duo loca 
iungentem. Haec formula pro parabola quidem primo ab i]]. Euler inuenta esse 
videtur (Miscell. Berolin. T. VII p. 20), qui tamen eam in posterum neglexit, 
neque etiam ad ellipsin et hyperbolara extendi! : errant itaque , qui formu- 
1am clar. Lambert tribuunt, etiamsi huic geometrae raeritum, hanc expressionem 
obliuione sepultam proprio raarte eruisse et ad reliquas sectiones conicas amplia- 
visse, non possit dencgari. Quamquam hoc argiimentura a pluribus geometris iam 
traclatum sit , tamen lectores attenti expositionem sequentem haud superfluam agno- 
scent. A motu elliptico initium facimus. 

Ante omnia obseruamus, angulum circa Solem descriptum 2/* (art. 88, vnde 

reliqua quoque signa desumimus) infra 36o** supponi posse; patet enim, si iste an- 

0^.560"* 1 
gulus 360® gradibus augeatur, tempus vna reuolntione sine — r = a* x 565,25 
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diebus crescere. lam si chordam per q denotamus, manifestum est fieri 

np = (r'cosv — rcosv)*+(r sinv — rsinv)* 

adeoque per aequationes VIII, IX art. 8 

np = aa ;cos -E' — cos E)^ + aa cos <p^ (sin JS' — r sin E)* 

z=z ^aa sing^ (sin G* + cos 9?* cos G*) = 4 aa sin g* (1 — ^^ cos G*) 
Introducamus angulum auxiliarem h talem, vt sit cosA := ecosG; simul, quo oninis 
ambiguitas toUatur, supponemus, h accipi inter o et 180°, vnde sin A erit qiianli- 
tas positiua. Quoniam itaque etiam g inter eosdem limites iacet (si enim 2g ad 
560° vel vltra ascenderet, motus circa Solem reuolutionem integram atlingeret vcl 
superaret), ex aequatione praecedente sponte sequitur q =z casing sink ^ siquidem 
chorda tamquam quantrtas positiua consideratur. Quum porro habeatur /• + r 
= 2a(i — eco8^coaG)=: 2a(i — cos^cosA), patet, si stdtuatur h — g=^Sj h+g 
= Sj fieri 

[1] r+r — p=r2a(i — cos^)= 4asin4 J* 
[2] r + r+(> = 2a(i — cose) = 4asinifi* 

Denique habetur kt = a^ {fi ^-5— 2 e sin^ cos (? ).= a* (2 ^ — 2 sin g cos h) , siue 

[5] kt=j(^€—8in£—{S^amS)) 

Determinari poterunt itaque, secundum aequationes ij 2., anguli ^ et e ex 
^+''% Q ^t a: quamobrem ex iisdem quantitatibus determinabitur, secundum aequa- 
tionem 5, tempus /. Si magis placet, haec formula ita exhiberi potest^ 

ktz^a^ \ arc cos — -— ^ ^^ — sm arc cos ^— 

I 2 a 2 a 

^ar— (rf r)+ g ^ . 2a-^(r + r') + p 1 

— arc cos -5- + sm arq cos ^^ ^_X- 1 

2a ^ 2a I 

Sed in determinatione angulorum ^, e per cosinus suos ambiguitas remanet, quam 

propius considerare oporiet Sponte quidem patet, S iacere debere inter — 180° 

et +180 , atque £ inter o et 36o°: sed sic quoque vterque angulus determinatio- 

nem dupHcem , adeoque tempus resultans quadruplicem admittere \idetur. Atfamen 

ex aequatione 5 art. 88 h^bemus cos f. ^rr = a (cosg — cos A) = 2 a siu i Jsiu 1 6 : 

iam sin ^6 necessario fit quantitas positiua, vnde concludimus, cos/* et siaitJ ne- 

ccssario eodera signo afiectos esse, adeoque S inter o et 180**^ vel inter — 180* 

et o accipiendum esse, prout cos/* positiuus fuerit vel negatiuus, i e. pi:eut motus 

heliocentriclis 2/* fuerit infra vel supra l8o^ Ceterum sponte patet , pro 2/*== 180*^ 

necessario esse debere S=o. Hoc itaque faiodo S plene determinatus est At de- 
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terminatio angiili e necessario ambigua manet, ita vt semper pro tempore duo ra* 
lores prodeaat, quorum quis verus sit, nisi aliunde constet, decidi nequit. Cete- 
rum ratio huius phaenomeni facile perspicitur: constat enim, per duo pxmcta data 
describi posse duos ellipses diuersas, quae ambae focum suum habeant in eodem 
puncto dato, simulque eimdem semiaxem maiorem *); manifesto autem motus a loco 
primo ad secundum in his ellipsibus temporibus inaequalibus absoluetiur. 

107. 

Denotando per j^ arcum quemcunque inter —180* et + 180** situm, etpcr.s 
sinum arcus i^y constat esse 

Porro fit 

lsin;|/=«V^(i— 55)=5 — i«'— -jx « ^ JXT *^ "~ ®*^ • 



1.3 ., . , 1 .3.5 9 



adeoque 

;^ — sin;jr=4(|^' + i.4«* + f-^^^ + §.-7^^' + 

Substituimus in hac serie pro s deinceps ^ V^ , etiy^ ^,quae- 

que inde proueniunt multiplicamus per a*} ita respecliue oriuntiu: series 

ttItt -^ (r+ r — q)^+ etc. 

^irlTT.-^(r + r' + (>)*+etc. 
quarum summas denotabimus per T, Ui lam nullo negotio patet, quum sit 

sin i^ = +. \/ ^, sigQo superiori vel inferior i valente prout a f infra. 

vel supra 180° est, fieri a^(S — sincJ)=4i T, signo perinde determinato. Eodem 

*) Descripto e loco primo circulo radio a^-^r, alioque radio a — re loco secundo, cllipseoa 
focum alteram in intersectione honun circulorum iaccre patet. Quare quum gcncraliter loquendo 
duae semper dcntur intcrsectiones , duae ellipses diucrsac prodibunt 

16 
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modo si pro e accipitur valor minor infra 180** situs, fiet a^(«— -sin^) = 17; 
accepto vero valore altero, qui est illius complementum ad 36o°^ manifesto fiet 

a (^ — sinf)=ra 560** — U. Hinc itaque colliguntur duo valores pro tempore / 



UTT ai36o° U+T 



J , atque ^— ^ 

108. 

Si parabola tamquam ellipsis spectatur, cuius axis maior infinite ihagnus 

1 f |_ 

esty expressio temporis in art. praec. inuenta transit in -^t" \(r + r'+p) + 

(r + r — (> )^ j : sed quum haecce formulae deductio fortasse quibusdam dubiis ex- 
posita \ideri possit,* aliam ab ellipsi hand pendentem exponemus. 

Statuendo breuitalis eaussa tang i v = ^, tang i v' = ^, fit r = ip ( 1 +66% 

r=ip{x + 6rer), oosp = ~^^, cosv= ^^^^ , s^^ = __^_, 

sin v' = — i(ifi * Hi^^ fi*^ rcosv — r cos 1^ = f /7(tftf — (/^), r smv — rsini/ = 

p{(f—6)y adeoque (>(> = i /y ( ^ — ^ )*( ^ + ( ^ + ^ )yL Jam facile rperspicitur, 

^ ^ sin/ . . . , . 

tf — = ; ; — r- esse quantitatem positiuam: statuendo itaoue 

cos i V cos i V ^ '^ ^ 

\/(i+i(^ + ^)*) =9, erit g^p{ef — d)f). Porro fitr+r=: i77(2 + (?^+<?'^) = 
p' ntf ^ ^ (^ff — 6yj: quamobrem habetur 

Ex aequatione priori sponte deducitor 

quoniam tj ei. & — 6 sunt quantitates positiuae; sed quum i(^ — (?) minor sit vel 

* cos /* 

maior quam jy, prout jyjy — ^ (^ — ^)* = » +^<^ =" 777^^77-7- positiua est 

yel negatiua^ patet, ex aequatione posteriori concludere oportere 



/ 
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r -f- r — * Q 
+. \/ ^-- :=?f — 1(6^ — d), ybi signum superius vel inferius adoptandum 

est, prout angulus circa solem descriptus infra iSo** vel supra 180** fuerit 
Ex aeqnatione, quae in art. 98 secundam sequitur, porro habemus 

--f- = (<?' — ^)((i+0<?'+f(<?' — ^r)=(<9' — d)(v7 + T'i(<?'~^r) 

ynde sponte sequitur 

lt = i{{r + / + g)^ + {r + r' — Qf} 

signo superiori vel inferiori valente, prout 2/ infra Tel supra 180** est 

109. 
Si in hyperbola signa a, C, c in eadem significatione accipimus^ vt in art, 
99, habemus ex aequationibus VIII, IX art. 21 

r cos V — r cos 



r sxap 



— rsinv = 4U ^J\C+-^ja\/iee'—i) 

adeoque Q = ia(c ^) V^( ee(C+-^)* — 4J 

Supponamus y esse quantitatem per aequationem y + — =:e(C+ ~q~) determina- 

tam : cui quum manifesto duo valores sibi iniucem reciprocl satisfaciant , adoptamus 
exun qui est maior quam i. Ita fit 

Porro fit r + r' = Ja(e(c + -^)(C+-^) — 4) = ia((c+-^)(y+-^)~4), 
adeoque 

r + r' + p = a^V'cy — V'— ) 

Statuendo itaque y^ r — -^ == m , V ^ = ^ > ^^it necessario 
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^cy—'S/ = 2m; ad decidendam vcro quaestionem , vtrum ^— \/ — - 

fiat = + 2Aian = — 2/1, inquirere oportet, vtrum y maior an minor sit quam c: 
sed ex aequatione 8 art. 99 facile sequitur, casum priorem locum habere, quoties 
2y* sit infra 180°, posteriorem quoties 2/* sit supra 180°. Denique ex eodem art habemus 

— log cy + log -^ = 2 m v^ ( 1 + mm)'+ 2 /i \/ ( 1 + nn) — 2 log(v/ ( 1 + mm) + m) 

±.2log(v/(i + nn) + ») 
aignis infcrioribus semper ad casum ay^iSo* spectantibus. lam 
log(y {1 +mm) + rn^ facile euoluitur in seriem sequttntem 

m — T.im^ + f,-^TO» — f.-jfl^m' + etc. 

tint 
Hoc sponte cplligitur ex d log ( V^ ( 1 + mm) + tw) = — / . — ""T"' Prodit itaque 

2/71 v^(i +mm) — 2log(v^(i +m/n) + m) =4(^771' — r-im' + y''TT'^^ — ^^^'^^ 
et perinde formula alia prorsus similis, si m cum /} permutatur. Hinc tandem col- 
ligitur, 'si statuatur 



N* ■ X _» .-. .' .^i . , _!. 






TTTT^'-^C'' + '•'—(>) +etc. 

Tifl7i«~rr('* + /' +(>) +etc. 

fieri it = 1/^"+ r, quae expressiones cum iis, quae in art 107 traditae sunt , omnino 
coincidunt, si illic a in — a mutetur. 

Ceterum hae series tum pro ellipsi tum pro hyperbola ad vsum practicum 
tunc inprimis sunt commodae, vbi a vel a valorem permagnum obtinet, i, e. vbi 
seclio conica magnopere ad parabolae similitudinem yergit In tali casu etiam ad 
solutionem problematis supra fractati (art. 85 — io5) adhiberi possent: sed quoniam, 
nostro iudicio, ne tunc quidem breuitatem solutionis supra traditae praebent, huic 
methodo iusius exponendae non immoramur. 
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SECTIO QVARTA 

Jtelationes inter locos plures in spatio. 



110. 



Relationes in hac Sectione considerandae ab orbitae indole independentes 
solique suppositioni innixae erunt, omnia orbitae punctk in eodem piano cum Sole 
iacere. Placuit autem, hie quasdam siniplicissimas tantum attingere, aliasque ma- 
gis complicalas et speciales adLibrum alterum nobis reseruare. 

Situs planl orbitae per duos locos corporis coelestis in spatio plene determi- 
natus est, siquidem hi loci non iacent in eadem recta cum Sole. Quare quum duo^ 
bus potissimum modis locus puncti in spatio assignari possit, duo hinc problemata 
soluenda se offerunt. 

Supponemus primo, duos locos dan per longitudines et latitudines heliocen- 

tricas resp. per ^, /; ^, /?' designandas: distantiae a Sole in calculum non ingre- 

dientur. Tunc si longitudo nodi ascendentis per Ji, inclinatio orbitae ad eclipticam 

per i denotatur, erit 

tang ^ = tang / sin (^ — i^) 

tang ^ = tang i sin (/ — J^) 

Determinatio incognitarum ft, tang i hie ad problema in art. 78, II ronsideratum 

refer :ur; habemus itaque, ad normam solutionis primae 

timgi sin (^ — Jl) = tang /S 

* • M o^ tang/T— fangygcos C;^— ji) 
tang^cos(;[-Ji) = ^ii7(7=l) 

ad normam solutionis tertiae autem inuenimus ^ per aequationem 

tang x^ + ,^-a)_ linJ^J) 

vtique aliquanto commodius, si anguli /J, ^ immediate dantur, neque vero per 
logarithmos tangentium : sed ad dcterminandum 7 , recurrendum erit ad aliquam 

r 1 * • tang^ tang^ _ 

formularum tang z = -^^^j;^— = sm{X—^) ' Ceterum ambiguitas in deter- 

minatione anguli k — Ji, vel iX'\riX — Si per tangentem suam ita erit decidenda, 
Tt tangf positiua euadat vel negatiua, prout motus ad eclipticam proiectus directus 
est vel retrogradus: hanc incerlitudinem itaque tunc tantum tollere licet, vbi con- 
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Stat, a quanam' parte corpus coeJeste a loco primo $d secundum penienerit; quod si 
ignoraretur, vtique imporssibile esset, nodum ascendeulem a descendente distinguere. 

Postquam atiguli Sly i inuenti sunt, eruentur argumenta latitudinum w', u 
per formulas 

tangC^— S^) , tang(/— ft) 

*^"S^ = cosi' ' ^^"S*^ =■ ^^~^ 

quae in semicirculo prime yel secundo accipienda aunt, prout latiludines respon- 
dentes Jboreales sunt vel australes. His formulis adhuc sequentes adiicimu^, e qui- 
bus, si placet, vna yel altera ad calcujum coniirmandum in vsum vocari poterit: 
cos u = cos /? cos (^ — Ji) , cos u = cos ^ cos {X — SI) 

. sin/? , , sin^ 

^ $mi ' smi 

^inU+X — fiSl)cos3co%Sf ,-, ^ sm(X — Ji)cos3cns3' 
shx (u +u) = : , sm (u — u) = — : T-^ ^— - 

111. 

Supponamus secundo, duos locos dari per distantias suas a tribus planis in 
Sole sub angulis rectis se secantibus j designemus has distantias pro loro primo per 
a;, y, Zj pro secundo per x\ y, /, supponamusque planum terlium esse ipsam ecli- 
pticam, plani primi et secundi autem polos positiuos in longitudine N et 90^+ N 
sitos esae. Ita erit per art. 53, d^obus radii3 vectoribus per r, / designatis, 
ar = rco»MCos(iV — SI) + rsintfsin(iV — Ji)cosi 
y = r sin w cos {N — SI) cos * — r cos u sin (JV — St) • 
je = rsinttsini 

x' = / cos u cos (N — SI) + r' sin u sin (N — ; Si) cos i 
yznrsm u cdte (N — SI) cos i-^r Qosni sin (N — r^) 
je' = r siuM sini 
Hinc sequitur 

zy — yz = rrmi(u — z^)sin(Ar — Q) sini 
xz — ' zx ==: rr sin (ji — u) cos (N — SI) sin i 
xy — yx' = r/ sin (u — u) cos i 

E combinatione formulae primae cum secunda habebitur N — ft atque rr sin 2^ sin £^ 
hinc et ex formula tertia prodibit i atque rr shx (u — u). 

Quatenus locus, cui coordinatae Xj y^ z respondent, tempore posterior sup-^ 
ponitur, u maior quam u fieri debet: quodsi itaque insuper constat, vtrum angu*- 



Digitized by 



Google 



HEIiATlONES INTER LOCOS PIiVRBS IN SPATIO. I27 

his iiiter locum primum et secimdum circa Solem descriptus dnobus rectis minor 
an moior sit, rr' sin (w — u)sini atque rr sin (u — u) esse debent quantitates positi- 
vae in casu primo, negatiuae in secnndo: tunc itaque N — SI sine ambiguitate de- 
terminatur, simulque ex signo quantitatis xy — yx deciditur, vlrum motus directus 
sit, an rctrogradus. Vice versa, si de motus directione constat, e signo quantita- 
tis xy — yx' decidere licebit, vtrum u — u minor an maior quam 180° accipiendus 
sit. Sin vero ivm motus directio, tum indoles anguK circa Solem delfcripti plane 
incognitae sunt, manii'estum est, inter nodum ascendentem ac descendentem distin*:^ 
guere non lifcere. 

Ceterum facile perspicitur, sicuti cosi est cosinus inclinatlonis plani orbitac 
versus planum tertium, ita sin(A^ — ft) sin i, cos(JV — ft) sin/ esse resp. cosinus in- 
clinationum plani orbitae versus planum primum et secundum j nee non exprimere 
^/sin(^/ — u) diiplam arcam trianguli inter duos radios vectores inclusi, atque zy — yz^'y 
xz — zx' y xy—^yx' duplam aream proiectionum eiusdem trianguli ad singula plana. 

Denique patet, planum tertium pro ecliptica quoduis aliud planum esse 
posse, si modo omnes magnitudines per relationes suas ad eclipdcam definitae pe- 
rinde ad planum tertium, quidquid sit, referantur* 

112. 

Sint x" y y", z' coordinatae alicuius loci tertii, atque u eins argumenfum 
latijudiuis, r radius vector. Designabimus quantitates rr' sin^u" — u), rr sin^u — ^/), 
rr s\n{ii — u)j quae sunt areae duplae triangulorum inter radium vectorem secun- 
dum et tertium, primum et tertium, primum et secundum, resp. per tj, w', n. Ha- 
bebuntur itaque pro x*, y", z expressiones iis similes, quas in art praec. pro .t, j^, z 
et x\ y\ z tradidimus, vnde adiumento lemmatis I art. 78 facile deducimtur aequa- 
liones sequentes; 

o z=inx — nx -{-nx • 

o=:ny — ny +ny 

oz=znz — nz + n z 
Sint iam longitudines geocentricae corporis coelestis tribus iUis locis respondentes 
Cf, a', Uy lalitudines geocentricae /S, ^S', /9"; distantiae a terra ad eclipticam pro- 
iectae S, S\ S' ', porro respondentes longitudines heiiocentricae terrae Z/, Z/', I/y 
latitudines -B, JS', -B", quas non statuimus =0, vt liceat, tum parallaxis rationem 
habere, tum, si i)lacet, pro ecliptica quoduis aliud planum adoptare; denique 
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D y D\ If distantiae terrae a Sole ad eclipticam proiectae. Qiiodsi tunc Xy y ^ z 
per Z/, Bj D , a, j8, S exprimuntur, similiterque coordinatae ad locum secundum 
et tertium spectantes, aequationes praecedentes sequentem formam induunt: 
[i] o==n(^co8a+jDcosZ/)— -7^'((J'cosa'+jD'co8Z/') + 7i''((J''cosa''-|-Z)*€osZ/'') 
[3] o=:7z((Jsina+2?sinZ/) — n\S* sina -^-D' smL') + n\S'' sina '\'D''sinL'') 

Si liic a^ ^<, D J Ly B J quantitatesque analogae pro duobus reliquis locis, tam- 
quam cognitae spectantur, aoquatlonesque per n^ vel per n^ vel per /** diuiduntur, 
quinque incognitae remanent, e quibus itaque duas eliminai'e, sine per duas quas- 
cunque tres reliquas determinare licet. Hoc modo illae tres aequationes ad conclu- 
siones plurimas grauissiiuas viam stcmimt, e quibus quasdam imprimis insignes liic 
euoluemus. 

Ne formularum prolixitate nimis obruamur, sequentibus abbreuiationibus vU 
placet. Primo designamus quantitatem 
tang /S sin {a — a ) + tang^ sin (« — a) + tang^' sin {a — a) 

per (0.1.2): si in expressione ilia pro longitudine et latitudine loco cuiuis geocen- 
trico rcspondentibus substituuntur longitudo et latitudo cuibbet trium locorum he- 
liocentricorum terrae respondentes, in signo (0.1.2) numerum illi respondentem 
cum numero romano eo commutamus, qui posteriori respondet Ita e. g. character 
(0.1. 1) exprimet quantitatem 

tang/3 sin(Z/' — a) + tang/?'sin(a — Z/')+tangJ5'8in(a' — a) 
nee non character (o.0. 2) banc 

tang /3 sin (a" — -^) + tang B sin (a — «" ) + tang^ sin (L — or) 

Simili modo characterem mutamus, si in expressione prima pro duahus longitudi- 
nibus et latitudinibus geocentricis duae quaecunque heliocentricae terrae substituun- 
tur. Si duae longitudines et latitudines in eimdem ^ expressionem ingredientes tan- 
tummodo inter se permutantur, etiam in charactere numeros respondentes permu- 
tare oportet: hinc autem valor ipse non mutatur, sed tantummodo e positiuo ne- 
gatiuuS) e negatiuo positiuus euadit Ita e.g. fit (0.1.2)=: — (0.2. 1) =(1.2.0) = 
— (1 . o. 2) =: (2. o. 1) = — (2.1. o). Omnes itaque quantitates hoc modo oriimdae ad 
sequentes 19 reducuntur 
(0.1.2) 
(0.1. 0), (0.1. T), (o.i.II), (0.0.2), (0.1.2), (o.n.2), (O.1.2), (1. 1.2), (n.1.2). 
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(o.O.I), (o.O.II), (o.LU), (i.O.I), (i.OJI)j (i.lD), (2.O.I), (2.O.II), (a.in) 
quibus accedit vigesima (O.LII). 

Ceterum facile demonstratur, singulas has expressiones , per productum e 
tribus cosinibus latitudinum ipsas ingredicntium .multiplicatAS, aequales fieri volu- 
mini sextupio pyramidis, cuius vertex est in Sole, basis vero triangulum formatuiii 
inter tria sphaerae coelestis puncta, quae locis expressionem illam ingredientibas.re- 
spondent, statute sphaerae radio = 1. Quoties itaque hi tres kci in eodem drculo 
maximo iacent, valor expressionis fieri debet =0; quod quum in tribus locis he- 
liocentricis terrae semper locum habeat, quoties ad parallaxes ^ latitudizies ter- 
rae a perturbationibus ortas non respicimus, i. e. quoties terram in ipso eclipticao 
piano constituimus , semper, hacce suppositione valente, erit (O.LII) =0, quat 
quidem aequatio identica est, si pro piano tertip ecliplica ipsa accepta fuft Cete- 
rum quoties turn B, turn ffy turn ^=0, omnes islae expressiones, prima ex- 
cepta^ multo simpliciores fiunt} singulae scilicet a secunda vsque ad decimam binis 
partibus conflatae erunt, ab vndecima autem vsque ad vndeuijgesimam vnico ter-<* 
mino constabunt 

Hi 

Multiplicando aequationem [1] per sin a* tang -B* — sin L" tang /ff*, aequatio- 
nem [2] per cos Z/' tang ^-p- cos a'' tang jB*, aequationem [3] per sm^V — a)^ ad- 
dendoque producta^ prodit 

[4] o = /i{(o.a/n)(J+(0.2.n)2)|— n'{(i.2.n)f+(L2JI)2>'| 

dmilique modo^ vel commodius per solam locorum inter se permutfttioneiii 

[5] o = /j|(o.iJ)(J+(0,i.I)2)| + n'{(2.i.I)<J''+(II.iJ)Zy| 

[6] o=/»' {(i.o,0)cJ'+(I.o.O)Z>'| — n'|c2.o.O)JXn.o.O)2r} 

Quodsi itaque ratio quantitatum /i, n data ^b^,^ adiumento aequationis 4 ex rf de- 
tenninare licebit S\ vel cJ ex <J'; similiterque de aequatiohibus 5, 6. E combina- 
tione aequationum 4, 5, 6 oritur haec 

(o.2:ii)(j+(o.2.Ti)2? (i.o,o)^^+(Lo,o)2y (2.i.i)r+(n.i.i) i?" 

L7J (o.i.I)J+(0.iJ)JD^(i,2.n)d'+(L2.Il)2y><(2.o.O)cr+ai.o.O):^ 
per quam e duabus distantiis corporis coelestis a terra determinare licet tertiam. O- 
stendi potest autem, hanc aequationem 7 fieri identicam, adeoque ad determina- 
tionem vnius distantiae e duabus reliquis ineptam, quoties fuerit 

17 
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tang/9'tang/9*sin(Z/ — a) 8in(L*— Z.V 
+ tang P" tang /S sin (JJ — a)sm{L — Z/* ) • = o. 
+ iang^ tang j9' sin (1/ — a) sin (Z/' — L) , 

Ab hoc incommodo libera est formula sequens ^ ex aequationibus i , 2 , 5 
facile demanans: 
t«] {o.i.<i)SST+(0.i.5i)D^'S'' + (oA.!i)D'SS''+ (o.i.II)/>"(J^'+(o.I.II)2yZ>*cJ + 

(ai.n)DD''S'+(o.i.2)DiyS''+(q.i.ii)DiyD'=o. 

Multiplicando aequationem 1 per sin «' tang /S" — sina''tangjff', aequationem 2 
per cosatang^ — cosa tangly aequationem 3 per sinCa" — a), addendoque pro- 
ducta^ prodit 

[9] o===/»j(o.i.2)J^+(0.i.2)Z>j— //(I.i.2)Z)'+/2'(n.i.a) 

et perinde 

[10] o—n(o.0.2)D — nUo. i.a)S'+(o.I,2)D'] +n (o.n.fi.)^ 

[11] o=n(b.i.O)2>— //(o.i.I)i>'+/^'|(o.i.2)cJ'' + (o.i.II)2>''} 

Adiumento harum aequationum e ratione inter quantitat^s n, w',. n" cognita eiiiere 
Hcebit distantias cJ, S^^ S". Sed haecce conclusio generaliter fantum roqiiendo va- 
let, exceptionemque patitur,^ quoties fit (o. 1.2) =0. Ostendi enim potest, in liocce 
casu ex aequationibus 8,9, 10 nihil aliud sequi, nisi relationeni necossariam inter 
quantitates riy n^ n ^ et quidem e singulis tribus eandem^ Restrictiones analoga^ 
circa aequationes 4, 5, 6 lectori perito sponte se efferent. 

Cetenim onines conclusiones hie euolutae nullius sunt y^x^^ quoties planum 
orbitae cum echptica coincidit Si enim jff, ^ y /ff' , -B, By B" omnos sunt =0, 
aequatio 3 identica est, ac proin onmes quoque sequentes. 
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LIBER SECVNDVS 

INVESTIGATIO ORBITARVM CORPORVM COELESTIVM EX 
OBSKRVATIONIBVS GEOCENTRICIS. 



SECTIO PRIMA 

Determinaiio orbiiae e tribus obseruationibus compIetU, ' 

Ad determinationem completam motiis corporis coidestis in orbiU sua requi^ 
runtur elementa septem^ quorum autem numerus yno minor euadit, si corporis 
massa yel cognita est vel negligitur; haec licentia vix euitari poterit in determina- 
tione orbitae penitus adhuc incpgnitae, ybi omnes quantitates ordinis perturbatio-- 
num tantisper seponere oportet, donee massae a quibus pendent aliunde innotue^ 
rint Quampbrem in disquisitione praesente massa corporis neglecta elementorum 
numerum ad sex reducimus , patetque adeo , ad determinationem orbitae incognitae 
totidem quantitates ab elementia pendentes ab inuicem yero independentes r^quiri. 
Quae quantitates nequeimt essQ nisi loca corporis coelestis e terra obseruata, qoa^ 
singula quum bina data subministrent, |)uta longitudinem et latitudinem , yel asceii«* 
sionem rectam et declinationem , simplicissimum ytique erit, tria loca geocentrica 
adoptare , quae generaliter loquendo sex elementis incognitis determinandis suflScieut 
Hoc problema tamquam grauissimum huius operis spe<^andum erit , summaque i4ca 
cura in hac sectione pertractabitur. 

Verum enim yero in casu speciaB, ybi planum orbitae cum ecliptica coin* 
cidit, adeoque omnes latitudines turn beliocentricae turn geocentricae natura sua 
euanescunt, tres latitudines geocentricas euanescentes baud amjdius considerare li-* 
cet tamquam tria data ab inuicem independentia: tunc igitur problema istud inde* 
terminatum maneret, tribusque locis geocentricis per orbitas infinite muhas satis-* 
fieri posset In tali itaque casu necessario quatuor longitudines geocentricas datas 
esse oportet) Tt quatuor elementa incognita reliqua (excidentibus inclination^ orbi«* 
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tae et longitudine nodi) determinare liceat. Etiamsi yero per principium indiscer- 
nibilium haud exspectandum sit, talem casum in rerum natura vmquam se oblatu- 
rom esse, tamen facile praesumitur, problema, quod ia*(nrbita cmor piano eclipti-- 
cae omnino coincidente absolute indeterminatum fit, in orbitis perparum ad ecli-- 
pticam inclinatis propter obseruationum praecisionem limitatam tantum non inde- 
terminatum manere debere, ybi yel leuissimi obseruati6num : errpres incognitarum 
determinationem penitus turbare yalent Quamobrem yt hiiic quoque casui eonsu^ 
lamus, alia sex data eligere oportebit: ad quern finem in sectione secunda orbitam 
incognitam e quatuor obseruationibus determinare docebimus, quanun duae quidem 
completae sint, duae reliquae autem incompletae^ latitudinibua yel dedinationibus 
deficientibus. 

Denique quum omnes obseruationes nostrae propter instrumentorum sensu- 
umque imperfectionem non sint nisi approximationes ad yeritatem, orbita, sex tan^ 
turn datis absolute necessariis superstructa , erroribus considerabilibus adhuc obno- 
xia esse potent Quos yt quantum quidem licet extenuemus, summamque adeo 
praecisionem possibilem attingamus, yia alia non dabitur, nisi yt obseruationes 
perfectissimas quam plurimas congeramus, elementaque ita perpoliamus, yt non 
quidem his yel illis praecisidne absoluta satisfaciant, sed ctun cunctis quam op time 
conspirent Quonam pacto talem consensum, si nuUibi absolutum tamen ybique 
quam arctissimum , secimdum principia calculi probabilitatis obtinere liceat , in se- 
ctione tertia ostendemus. 

Hoc itaque modo determinatio orbitarum , quatenus corpora coelestia secim- 
dum leges Kepleri in ipsis mouentur, ad omnem quae desiderari potest perfedio- 
nem euecta erit. Vltimam quidem expolitionem tunc demum suscipere licehit, vbi 
etiam perturbationes , quas planetae reliqui motui inducunt^ ad calculum enint re- 
uocatae: quarum rationem quomodo habere c^orteat, quantum quidem ad institu- 
tum nostrum pertiuere yidebitur, in sectione quarta breuiter indicabimus. 

116. 

Antequam determinatio alicuius orbitae ex obseruationibus geocentricis sus- 
cipitur, his quaedam reductiones applicandae erunt, propter nutationem, praeces- 
siohem, parallaxin et aberrationem, siquidem summa praecisio requiritur: in cras- 
siori enim calculo has minutias negligere licebit 

Planetarum et cometarum obseruationes yulgo 6xpressae proferuntur per 
ascensiones rectas et declinationes apparentes , i. e. ad situm aequatoris apparen- 
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tern rdatas. Qui situs quum propter nutationem et praecessionem variabilis adco- 
que pro diuersis obseruatiouibus diuersus sit, ante omnia loco plaui yariabilis pla- 
num aliquod fixum introducere conueniet, ad quern finem vel aequator situ suo 
medio pro aliqua epocha, yel ecliptica adoptari poterit: planum posterius plemm- 
que adliiberi solet^ sed prius quoque commodis peculiaribus baud spernendis se 
commendat 

Quoties itaque planum aequatoris eligere placuit, ante omnia obseruationes 
a nutatione purgandae , ac dein adhibita praecessione ad epooham quandam arbi- 
trariani reduceiidae sunt: haec operalio prorsus conuenit cum ea, per quam e lo- 
co stellae fixae obseruato eiusdem positio media pro epocha data deriuatur, adeo- 
que explicatione hie non indiget Sin vero plammi eclipticae adoptare constitutum 
e^tj duplex methodus patebit: scilicet vel ex ascehsionibus rectis et declinationi- 
bus ob nutationem et praecessionem correctis deduci poterunt longitudines et latitu- 
dines adiumento obliquitatis mediae, vnde longitudines iam ad aequinoctium medium 
relatae prodibunt; vel commodius ex ascensionibus rectis et declinationibus appa- 
rentibus adiumento obliquitatis apparentis computabuntur longitudines et latitudines, 
ac dein illae a nutatione et praecessione purgabuntur. 

Loci terrae singulis obseruatiouibus respondentes per tabulas solares com- 
putantur, manifesto autem ad idem planum referendi erunt, ad quod obseruatio- 
nes corporis coelestis relatae sunt Quamobrem in compute longitudinis Solis negli-^ 
getnr nutatio; dein v6ro haec longitude adliibita praecessione ad epocham fixam re- 
ducetur, atque 180 gradibus augebitur; latitudini Solis, siquidem eius rationem ha- 
bere op^rae pretium videtur , signum oppositum tribuetur: sic positio terrae Iielio-^ 
centrica habcbitur^ quam, si aequator pro piano fundamental i elcctus esiy adiumento 
obliquitatis mediae in ascensionem rcctam et dcclinationem transformare licebit 

117. 

Positio terrae hoc modo e tabulis computata ad terrae centrum referenda 
est, locus obseruatus autem corporis coelestis ad punctum in terrae superficie spe- 
ctat: huic dissei^sui tribus modis remedium afferre Kcet. Potest scilicet vel obser-* 
vatio ad centrum terrae redaci, siue a parallaxi bberari; vel locus heliocenlricus 
terrae ad locum ipsum obseruationis reduci, quod efficitur, si loco Solis e tabulis 
computato parallaxis rite applicatur; vel denique vtraque positio ad punctum ali- 
quod tertium transferri, quod commodissime in intersectione radii visus cum piano 
eclipticae assumitur: obseruatio ipsa tunc immutata manet, reductionemque ioci 
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terra© ad hoc punctum in art. 72 doanmtis. Methodus prima adliiberi neqiiit, tiisi 
corporis coelestis distantia a terra proxime saltern nota fuerit: tunc aulem satis com--* 
moda est, praesertim quoties obseruatio in ipso xneridiano instituta est, vbi sola 
decKnatio parallax! afficitur. Ceterum praestabit, hanc reductionem loco obseruato 
immediate applicare^ antequam transformationes art. praec adeantur. Si vero di- 
stantia a terra penitus adbiic incognita est, ad mcthodum secnndam vel tertiam 
coniugiendum -est, et quid em il!a in vsum Tocabitur, quoties aequator pro piano 
fundamentali accipitur, tertia autem praeferetur, quoties omnes positioaes ad ecli- 
pticam refeire placuiL 

iiSu 

Si icerporis coelestis distantia a terra alicui obsemationi respondens proximo 
iam nota est, hanc ab effectu aberrationU iiberare licet pluribus modis, qui me- 
thodis diuersis in art 70 traditis innituntur. Sit / tempiis yenup obseruatiouis; 
interualkim temporis, intra quod liunen a corpore ^coelesti ad terram descendit, 
quod prodit ducendo 490' in distantiam; / locus obseruatus, V idem locus adiu- 
mento raotus geocenlriqi dixirni ad tempus / + tf reductus; V locus / ab ea aberra- 
tionis parte purgatus^ quae planetis cum fixis communis est^ L locus terrae verus 
tempoii t respondeiis (t e. tabularis 20'' 25 auctus); denique *Li locus terrae yerus 
tempori t-^^d respondens. His ita factis erit 
I. / locus verus corporis coelestis ex ''L visus tempore t-^^jQ 
!!• /' locus yerus corporis coelestis ex L visus tempore t 
III. V locus verus <;orporis coelestis ex Li visus tempore ^ — ^ 
Per metliodum I itaque locus obseruatus imnmtatus retinetur, pro tempore vero 
autei^ fictum t* — 6 subslituitur , loco terrae pro • eodera computato ; methodus II 
soli obseruationi mutaiionem applicat, quae au^em praeter distantiam insuper mo- 
tum diurnum requirit; in metliodo HI obseruatio correctionem patitur a distantia 
non pendentem, pro tempore vero fictum t^ — d substituitur, sed retento loco ter- 
rae tempori vero respondente. Ex his methodis prima longe commodissima est, 
quoties distantia eatenus iam nota est, vt reductio temporis 6 praecisione suificiente 
computari possit. 

Quodsi autem haec distantia penitus adhuc incognita est, nulla harum me- 
thodorum immediate applicari potest: in prima scilicet habetur quidem corporis, 
coelestis locus geocentricus , sed desideratur tempus et posiUo terrae a distantia in- 
cognita pendentia; in secuada e contrario adsunt haec, deest illej denique in ter- 
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lia habetut locus geocetitricua corporis coelestis atque poskio terrae , aed tempiis 
tiecst cum ilHs datis iungendum^ 

Quid faciendum est itaque in problem^e nostro, si iir tdi casu sokrtio re-^ 
speetu aberrationis quoque exacta postulatiu*? Simplicissimura Ylique est, orbitam 
prima neglecta aberratione determinare, quae quum effeclum considerabilem nuro^ 
quam prodiieere possit, distantiae hinc ea certe praecisione dem!anabuiit, vt i»m 
obseruationes per aliquam methodorum modo expositarum ab aberratione piwgarc, 
orbilaeqiie determinationem accuratius iterare liceat. lam inr hocce negotio metho- 
dus tertia ceteris longe praefereoda erit: in metliodo enim prima omnes operatio- 
nes a positione terrae pendentes ab ouo nirsus inchoandae sunti in secunda (quae 
ne appKcibilis quidem esty. nisi tanta obseniationum copia adsit, vt motus diumns 
inde elici possit) omnes^ operationes- a loco geocentrico coi^poris coelestis pendentes- 
denuo instituere c^ortet r contra in* tertia (siquidem iam calculus primus superstru- 
ctus fiierat locis geocentricis ab aberratione iixarum piargatis) omnes operationes 
praeliminares^ a positione terrae. et loco geocentrico corporis coelestis pendentes , in 
computo noue kwiariatae retineri polerunt. Quin adeo hoc modo primo statim cal— 
culo aberrationem complecti licebit; si methodus ad determinationem orbifae adhi- 
bita ita eomparata est^ yt valdres distantiarum prodeant prius, quam tempora cor- 
recta in calculum introducere opus fuerit. Tunc aberi'ationis qnidcm caussa calcu-- 
lus duplex baud necessarius erit, vti in tractiilione ampliorl probleniatis nostri 
clarius^^ apparebit- 

irg. 

Hand difficile esset^ e nexu inter problematJs nostri data atquc incognitas,, 
eius statum. ad sex aequationes reducere, vel adeo ad pauciores, quum vnam al- 
teramue incognitam satis commode eliminare liceret: sed quoniani- nexus ille com*- 
plicatissimus est, hae aeqimtiones maxime intractabiles euaderent; incognitarum 
separatio talis, vt tandem aequatio vnicam tantununodo continens prodteat, genera- 
liter loquendo *) pro impossibili haberi potest, raultoque adeo minus problematis 
solutionem integram per solas operationes directas absoluere licebit. 

Sed ad duarum aequadoiium solutionem X = o, Yz=.Oj in quibus duae 
tantum incognitae Xy y intermixtae remanserunt, vtique reducere licet problcma no- 

*) Quotics obseruationes ab inuicem tarn parum remotae sunt, vt temporum intcrualla tainquarn 
quantitates in£uiitc paruas tractare iiccat^ huiusiiiodi separatio vtique succedit^ totuiuque problcma 
ad solatiouem aequationis algcbraicae septimi octauiue gradus reducilur. 
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9tnim, et qiiidem variis modls. Haud equidem necease est, yt x^ y sint duo ex 
elementis ipsis: esse poterunt quantitates qualicunque modo cum elementis conne- 
xae, «i modo illis inueatis elementa inde commode deriuare licet Praeterea ma- 
nifesto liaud opus est J vt X, K per functiones explicitas ipsarum a:, j' exhibean- 
tur: sufficit, si cum illis per systema aequationum ita iimctae sunt, vt a yalori- 
bus datis ipsarum a;, ^ nd valorcs resppndeutes ipsaruia X, iT descender^ in po- 
testate sit 

120. 

Qiioniam itaque problematis natura reductlonem jVlteriorem tion permittlt, 
quam ad duas aequationes, du^is incognitas mixUm implicantes, rei summa primo 
quidem in idonea liarura incognit^Lrum electione .aequationumque adomatione versa- 
bitur, vt tun^ X Qt K quapi simplicissime ab x^ y pejotdeant, tum ex Lorum va- 
loribus iauentis elcmenta ipsa .qufim cpmrnodissime demanent: dein vero circumspi- 
ciendum erit^ quo pacto incognitarum vulor^es aequationibus satisfacientes per ope^ 
rationes non nimis operosas eruere liceat Quod si coecis .quasi tentaminibus tan* 
tum efSciendupi esset^ ipgcns sane ac yix loIei:ajidus labor requireretur, qualem 
fere niIuIo9unus ifaepius suscepenmt ^stronomi, qui cometarum orbitas per metlio- 
dum quam indirectam yocant determinauenmt ; magnopere ytique in tali negotio 
labor subleuatyr eo, qupd in jtejcitaminib.us |>rimis calqyli cTdSsiores suffii^iunt, do- 
nee ad valores approximates incognitarum pementum fuerit Quajnprjmum vero 
determinatio approximata iam habetur, rem tutis semper expeditisque methodis ad 
finem perducei:e Ucebjt, quas antequam vltcrius progrediwiur bic explicauisse 
iuuabk. . 

Aequationibus Xcxo^ K^=o., si ^pro Xj y valores veri ipsi accipiuntur, 
ex ^isae sponte satisfiet: contra si pro Xy y valores a veris diuersi substituunlur, 
X ei Y inde valores a o .diuersos nanciscentur. Quo propius vero illi ad veros 
accedunt^ eo minores quoque valores ipsarum X^ Y emergere debebunt, quotics. 
que illorum differentiae a ^eris pcrexiguae sunt, supponere lied)it, variationes in 
valoribus ipsarum X, Y proxime preportionales esse variationi ipsius jc , si y , vel 
variation! ipsius y^sXx non mutetur. Quodsi itaque valores veri ipsarum x, y 
resp. designantur per |, ^, iralores q)saruni X^ K suppositionix=|+>l, y=iy + /ti 
respondentes per formam X;=a>l+jS^, F:=yJl + cJ^ exhibebuntur , ita vt coeffi- 
^ientes a, /;?, 7, § pro constantibus haberi queant, dum Xetfi perexiguae manent. 
nine concluditur, si pro tribus systematibus valorum ipsarum *, j^, a veris parum 
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diuersorum, valores respondentes ipsarum X, Y determinati sint, valores veros 
ipsarum x^ y inde deriuari posse ^ quatenus quidem suppositionem istam admittere 
licet. Statuamus 

pro x'=zaj y-^z^h fieri X=-^, Y^=:B 
x — d,y — h' X—A\Y=Br 

x — a\y^V X=A\ F=^' 

habebimusque 
^=a(a— 1)+/9(6— ly), B =y (a— |) + cJ(6 — ;;) 

Hinc fit, eliminatis cc, ^^ y, S 

a{A'B!'—A''B!^Arci[A''B—AB'')^a[AB'—A'B) 
^ — A'Br—A''Bf + A'B—AB'J^AB—A'B 

h[A'Br—A''Bf)^h\A'B—AB!') + h"{ABf—A'B) 
^ = A'B''—A"B''\^A'B—AB''+AB'—A'B 

siue in forma ad calculum commodiori 

_ {a'—a){A''B—AB'^ + {a—a){ABr—A'B) 

S _a+ A'Bl'—A'B^A'B—ABrArAB—A'B 

(b'— h) {A"B—AB") -{^(6^— b) {AB— A'B) 
V=^+ A'B''—A"B+A''B—AB" + AB—A'B 

Manifesto quoque in his formulis qiiantitates a^ by A, B cum a', b\ A' ^ B\ vel 
cum his a", 6", A' ^ B* permutare licet. 

Ceterum denominator communis omnium harum expresslonum , quem etiam 
sub formam {A''-'A){B ^B^ — iA' ^A){B—B) ponere licet, fit =(aS—^y) 

I (a — a) (6" — b) — (a — a)(6'— 6)J: vnde patet, a, a, a, &, 6', b" ita accipi 

CL — ■~C6 Ct — ""fit 

debere , vt non fiat 1// ^ = .^ , , alioquin enim haec methodus baud ap- 

plicabilis esset, sed pro | et 7f valores firactos suggereret, quorum numeratores et 
denominatores simul euanescerent Simul hinc manifestum est, si forte fiat aS-^y=zOy 
eimdem defectum methodi vsum omnino destruere, quomodocunque a, a , a, 6, 
6', 6" accipiantur. In tali casu pro yaloribus ipsius X formam talem supponero 
oporteret aA+^fi+e^X+^Xfi + Oju/i, simllemque pro valoribus ipsii^s F, quo facto 
analysis methodos praecedenti analogas suppeditaret , e valoribus ipsarum X, Y jh:o 
quatuor systematibus valorum ipsarum x, y computatb harum valores veros eruendL 

18 
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Hoc vero modo calculus permolestus euaderet, praetereaque ostendi potest, in tali 
casu orbitae determinationem praecisionem necessariam per ip^ius rei naturam non 
admittere: quod incommodum quum aliter euitaii nequeat, nisi nouis obseruationi- 
bus magis idoneis adscitis, huic argumento hio non immoramur* 

121. 

Quoties itaque incognitarum valores approximati iam in pot estate sunt, veri 
inde per methodum modo explicatam omni quae desideratur praecisione deriuari 
possunt. Primo [scilicet computabuntur valores ipsarum X, Y istis valoribus ap- 
proximatis (a, b) respondentes : qui nisi sponte iam euanescimt, calculus duobus 
aliis valoribus ab illis parum diuersis (a', 6') repetetur, ac dein tertio systemate 
a* , Vy nisi fortuito ex secundo X et Y euanuerunt Tunc per formulas art. praec. 
valores veri elicientur, quatenus suppositio, cui illae formulae innituntur, a veritate 
baud sensibiliter discrepat. De qua re quo melius iudiciiun ferri possit, calculus 
valorum ipsarum X, Y cum illis valoribus correctis repetetur : qui si aequationibus 
Jf=:o, y=o nondum satisfieri monstrat, certe valores multo minores ipsarum 
Jf, Y inde prodibunt, quam per tres priores hypotheses, adeoque elementa orbi- 
tae hinc resultantia longe exactiora erunt, quam ea, quae primis hypothesibus re- 
spondent. Quibus si acquiescere nolumus, consultissimum erit, omissa ea [hypo- 
thesi quae maximas differentias produxerat, duas rehquas cum quarta denuo [iun- 
gere, atque sic ad normam art. praec. quintum systema valorum ipsarum x, y for^ 
mare: eodemque modo, vbi operae pretium videbitur, ad hypothesin sextam etc. 
progredi licebit, donee aequationibus X=:o, Y=zo tam exacte satisfactum fuerit, 
quam tabulae logarithmicae et trigonometricae permittunt Rarissime tamen opus 
erit, vltra systema quartum progredi, nisi hypotheses primae nixnis adhuc a veri^ 
tate aberrantes suppositae fuerint 

Qunm incognitarum valores in hjrpothesi secunda et tertia supponendi quo^ 
dammodo arbitrarii sint, si modo ab hypothesi prima non nimis difierant, praeter- 
eaque caueatur, ne ratio {a — a): (Jb" — b) ad aequalitatem huius (a — a): (6' — b) 
conuergat, plerumque statui solet dzzza^ 6* =6. Duplex hinc lucrum deriuatur: 
namque non solum formulae pro |, -q paullo adhuc simpliciores euadunt, sed pars 
quoque calculi primi eadem manebit in hypothesi secunda ^ aliaque pars in tertia. 
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Est famen casus, vbi aliae rationes ab hac consuetudlne discedere suadent: 
fingamus enim^ X habere formam X' — Xy atque Y hanc Y' — y^ functionesqiie 
X'j Y' per problematis naturam ita comparatas ^sb^^ vt erroribus mediocribus in 

valoribus ipsarum ar, y commissis perparum afficiantur, siue vtf , J, f ^ Jp 

/dF'\ /dr'\ \ / \ y f 

f — j — J, f --j — j sint quantitates j)erexiguae, patetque, differentias inter yalores 

istarum functionum systemati x:=^^ y:=:ff respondentes , eosque qui ex x=:a^ y=::b 
prodeunt, ad ordinem quasi altiorem referri posse, quam differentias |— «, ff — 6; 
at valores illi sunt X' = |, Y'=:jf, hi vero X'=a+y/, Y':=zb + JB^ vnde sequi- 
tur^ a + j4j b+B esse valores multo exactiores ipsarum x, y, quam a, b. Qui- 
bus si hypothesis secunda superstruitur , persaepe aequationibus X=o, 1^=0 tam 
exacte iam satisfit, vt yiterius progredi haud opus sit; sin secus, eodem modo eX 
h3^othesi secimda tertia formabitur faciendo a=:a+j4^:=a+j4+j4\ b'^z^b'+JS' 
z=zb+B + B^ ^ vnde tandem^ si nondum satis praecisareperitur, quarta ad normam 
art 119 dicielur. 

In praec. supposuimus , valores approxiraatos incognitarum Xj y alicunde 
iam haberi. Quoties quidem totius orbitae dimensiones approximMae in potestate 
sunt ( ex aliis forte obseruationibus per calculos anteriores deductae iamque per no- 
vas corrigenclae),, conditioni illi absque difloicultate satisfied poterit, quamcunque 
significationem incognitis tribuamus. Contra in determinatione prima orbitae peni- 
tus adhue ignotae (quae est problema longe difiScillimum) neutiquam indifferens eat^ 
quasnam incognitas adhibeamus; arte potius talique modo eligendae*sunt, vt valo- 
res approximatos ex ipsius problematis natura haurire liceat Quod exoptatissime 
succedit, quoties tres obseruationes ad orbitae inuestigationem adhibitae motum he- 
liocentricum corporis coelestis non nimis magnum complectuntur. Huiusmodi ita- 
que obseruationes ad determinationem primam semper adhibendae ^unt, quam dein 
per obseruationes magis ab inuicem remotas ad lubitum corrigere conueniet NuIIo 
enim'negotio perspicitur, obseruationum errores ineoitabiles calculum eo magis 
turbare, quo propiores obseruationes adhibeantur. Hinc colligitur, obseruationes 
ad determinationem primam haud temere eligendas, sed cauendum esse, primo ne 
sint nimis sibi inuicem vicinae, dein vero etiam ne nimis ab inuicem distent: in 
primo enim casu calculus elementorum obseruationibus satisfacientium expeditissime 
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quidem absolueretur, sed his elemenfis ipsis panim fidendum foret, quinimo erro- 
ribus tam enonniter deprauata euadere possent, vt ne approximationis quidem vice 
' fungi valerentj in casu altero vero artificiis, quibus ad determinationem approxi- 
matam incognflarum vtendum ^est, dcstitueremus , neque iiide aliam deriuaremus, 
nisi vel crassissimam vbi hypothesea raulto plures, vel omnino ineplam, vbi len- 
tamina fastidiosissima baud euitare liceret Sed de bisce methodi limitibus scite iu- 
dicare melius per vsum frequentem quam per praecepta ediscitur: exempla infra 
tradenda ostendent, ex obseruationibus luiionis 22 tantum diebus ab inuicem dissi- 
tis motumque helioccntxicum 7 55' complectentibus elementa multa iam praecisione 
gaudentia deriuari, ac vicissim, Aethodum nostram optimo etiamnum successu ad 
obseruationes Cereris applicari, quae 260 diebus ad inuicem distant , motumque he- 
liocentricum 62° 55' includunt, quatuorque hypothesibus seu potius approximatio- 
tionibus successiuis adhibitis elementa optime cum obseruationibus conspirantia 
producere. ^ 

124. 

Progredimur iam ad enumerationem methodorum maxime idonearum prin- 
cipiis praecedentibus innixarum, quarum quidem praecipua momenta in libro pri- 
mo etxposita simt, atque hie tantum instituto nostro accommodari debent. 

Metlioous simplicissima esse videtur, si pro x, y distautiae corporis coe- 
lestis a terra in duabus obseruationibus accipiantur, aut potius vel logarithmi ha- 
rum di^tantiarum vel logarithmi distantiarum ad eclipticam siue aequatorem pro- 
iectarum. Hinc per art. 64, V elicientur loca heliocentrica et distantiae a Sole ad 
eadem loca pertinenliaj hinc porro per' art. 110 situs plani orbitae atque longitudi- 
nes Jieliocentricae^n ea; hinc atque ex radiis vectoribus temporibusque responden- 
tibus per problema in art. 85...io5 copiose pertractatum cuncta reliqua elementa, 
per quae illas obseruationes exacte repraesentari manifestum est, quicunque valo- 
res ipsis a;, y tributi fuerint Quodsi iam per haeo elementa Iqcus geocentricus 
pro tempore obser nation is tertiae computatur, huius consensus cum obseruato vel 
dissensus decidet, vtnim valores suppositi veri fuerint, an ab iis discrepent; vnde 
quum comparatio duplex deriuetur, differentia altera (in longitudine vel asoensione 
recta) accipi poterit pro X, alteraque (in latitudine vel declinatione) pro Y. Nia 
igitur valores harum differentiarum X, Y sponte prodeunt = o , valores veros ipsa- 
rum X, y per methodum in art. 120. sqq. descriptam eruere licebit, Ceterum per 
se arbitrarium esi^ a quibusnam trium obseruationum proficiscamur: plerumque 
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tamen praestat, primam et postremam adoptare^ casu special! de quo statim dice- 
mus excepto. 

Haecce methodus plerisque post explicandis eo nomine praeferenda est^ 
quod applicationem maxime generalem patitur. Excipere oportet casum, ybi duae, 
obseruationes extremae motum lieliocentricum 180 vel 36o vel 54o etc. graduum 
complectuntur J tunc enim posltio plani orbitae e duobus locis Jieliocentricis deter- 
minari ncquit (art. 110.). Perinde methodum applicare baud conuepiet, quoties 
niotus heliocentricus inter duas obseruationes extremas perparuni difFert ab 180 vel 
56o° etc. quoniam in hoc casu determinatio positionis orbitae accurata obtineri 
nequit, sine potius, quoniam varialiones leuissimae in valoribus suppositis inco- 
gnitarum tantas variationes in positione orbitae et proin etiam in valoribus ipsa- 
rum X, Y producerent, vt hae illis non amplius proportionales censeri pos- 
sent. Verumtamen remedium hie praesto estj scilicet in tali casu non pro- 
proficiscemur a duabus obseruationibus extremis, sed a prima et media, vel a 
media et vltima, adeoque pro X, Y, accipiemus differentias inter computum et 
obseruationem in loco tertio vel primo. Quodsi autem tum locus seoundus a pri- 
mo tum tertius a secundo propemodum 180 gradibus distarent, incommodum iUud 
hoc modo tollere non liceretj sed praestat, huiusmodi obseruationes, e quibus per 
rei naturam determinatio accurata situs orbitae erui omnino nequit, ad calculum 
elementorum baud adhibere. 

Praeterea haec methodus eo quoque se commendat, quod nuUo negotio 
aestimari potest, quantas variationes elementa patiantur, si manentibus locis extre- 
jmis medius paullulum mutetur: hoc itaque modo indicium ferri poterit qualecun- 
que- de gradu praecisionis elementis inuentis tribuendae. 

125. 

Leui mutatione applicata e methodo praecedente seciindam eliriemus. A di- 
stantiis in duabus obseruationibus profecti, perinde vt in ilia, cimcta elementa de- 
terminabimus; ex his vero non locum geocentricum pro obseruatione tertia compu- 
tabimus, sed tantummodo vsque ad locum lieliocentricum in orbita progrediemurj 
ex altera parte eundem locum heliocentricum per problema in artt. 74, 76 tracta- 
tum e loco geocentrico obseruato atque situ plani orbitae deriuabimusj hae duae 
determhiationes inter se diflerentes (nisi forte valores veri ipsarum a:, y suppositae 
fuerint), ipsas .X, Y nobis suppeditabunt , accepta pro X differentia ini^^uos va- 
lores longitudinis in orbita, atque pro Y differentia inter duos valores radii vecto-* 
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ri^, aut potiu8 logaiithmi eius. Haecce methodus iisdem monitiombus obnoxia est, 
quas in. art. praec. attigimus: adiungere oportet aliam, scilicet, quod locus helio- 
centricus^ in orbita e geocentric© deduci nequit, quoties locus terrae in alterutrum 
nodorum orbitae incidit; tunc itaque banc methodum applicare non licet Sed in 
eo quoque casu, vbi locus terrae ab alterutro nodorum perparum distat, hac me- 
thodo abstinere conueniet, quoniam suppositio, variationibus paruis ipsarum x^ y 
respondere variationes proportionales ipsarum X, Y^ nimis erronea euaderet, per 
rationem ei quam in art praec. attigimus similem. Sed hie quoque remedium e 
permutatione loci medii cum aliquo extremorum, cui locus tewae a nodis magia 
remotus respondeat, petere licebit, nisi forte in omnibus tribus obseruationibus 
terra in nodorum viciniis versata fuerit 

Methodus praecedens ad tertiam illico si emit yiam. Determinentur, per- 
inde vt ante, e distantiis corporis coelestis a terra in obseruationibus extremis Ion- 
gitudines respondentes in orbita cum radiis vectoribus. Adiumento positionis plani 
orbitae, quam hie calculus suppeditauerit, eruatur ex obseruatione media longitudb 
in orbita atque radius vector. Tunc autem computentur ex his tribus locis heh'o- 
centricis elementa reliqua per problema in artt. 8a, 83 tractatum, quae operatio ab 
obseruationum temporibus independens erit Hoc itaque modo innotescent tres ano- 
maliae mediae atque motus diurnus, vnde ipsa temporum interualla inter obserua- 
tionem primam et secundam, atque inter secundam et tertiam computare licebit 
Horum differentiae ab interuallis veris pro X et K accipientur. 

Haec methodus minus idonea esset , quoties motus hehocentricus arcum exi- 
guum tantum complectitiu'. In tali enim casu ista orbitae determinatio (vt iam in 
art 83 monuimus) a quantitatibus tertii ordinis pendet, adeoque praecisionem suf- 
ficientem non admittit Variationes leuissimae in valoribus ipsarum Xy y producere 
possent variationes permagnas in elementis adeoque etiam in valoribus ipsarum X, Y 
neque has illis proportionales supponere liceret Quoties autem tres loci motum 
heliocentricum considerabilem subtendunt, methodi vsus vtique succedet optime, si- 
quidem exceptionibus in artt praec. explicatis haud turbetur^ ad quas manifesto in 
hac quoque methodo respiciendum erit 

Postquam tres loci heliocentrici eo quern in art praec. descrlpsimus modo 
eruti sunt 9 sequenti quoque modo procedi potent Determin^itur elementa reliqua 
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per problema in artt. 85...io5 tractatum prima e loco primo et secundo cum interuallo 
temporis respondente, dein vero eodem modo e loco secundo et tertio temporisque 
interuallo respondente: ita pro singulis elementis duo valores prodibunt, e quorum 
differentiis duas ad libitum pro X et Y accipere licebit Magnopere banc metho- 
dum commendat commodum baud spemendum, quod in hypothesibus primis ele- 
menta reliqua, praeter duo ea quae ad stabiliendum X et Y eligiyitur, omnino 
negligere licet, quae in vltimo demum calculo, valoribus correctis ipsarum ^, y 
superstructo , determinabuntur sine e sola combinatione prima, sine e sola secunda, 
sine quod plerumque praeferendum est e combinatione loci .primi cum tertio. Ce- 
terum electio iUorum duorum elementorum, quae generaliter loquendo arbitraria 
est, magnam solutionum varietatem suppeditat; adoptari poterunt e. g. logarithmus 
semiparametri cum logarithmo semiaxis maioris, yel prior cum excentricitate, vel 
cum eadem posterior, yel cum aliquo horum elementorum longitudo perihelii ; com- 
binari quoque poterit aliquod horum quatuor elementorum cum anomalia excentrica 
loco medio in vtroque calculo respondente, siquidem orbita elliptica euaserit, vbi 
formulae 27-30 art 96 calculum maxime expeditum afferent. In casibus speciali- 
bus autem haec electio quadam circumspectione indiget; ita e. g. in orbitis ad pa- 
rabolae similitudinem vergentibus semiaxis meuor a ipsiusue logarithmus minus ido— 
nei forent, quippe quorum variationes immodicae variationibus ipsarum x^y hand 

proportionales censeri possent: in tali casu magis e re esset eligere . Sed his 

cautelis eo minus immoramur, quiun methodus quinta in art seq. explicanda qua- 
tuor hactenus expositis in omnibus fere casibus palmam praeripiat 

128. 

Designemus tres radios vectores eodem modo erutos vt in artt. i25, 126 
per r, r, /j motum angularem heliocentricum in orbita a loco secundo ad tertium 
per 2/*, a primo ad tertium per 2^^, a primo ad secundum per 2/**, ita vt habeatur 
/=/+/*; sit porro r'/sin2/=:7z, rr" sin 2 f^=zn\ rrsia2f:=in\ denique producta 
quantitatis constantis h' (art 2 ) in temporis interualla ab obseruatione secunda ad ter- 
tiam, a prima ad tertiam, a prima ad secundam resp. (?, ^, 6". Incipiatur computus du- 
plex elementorum (perinde yt in art praec.) tum ex r, r\J^et 0\ turn ex /, r*, f, $: 
in Ttroque vero calculo non ad elementa ipsa progredieris, sed subsistes, quampri- 
mum quantitas ea, quae rationem sectoris elliptici ad triangulum exprimit, supra- 
que (art gi) per y yel rr'Y denotata e^t^ eruta fuerit Sit valor huius qoantitatia 
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in calculo primo ri^ in secundo r}. Habebimus itaque per formulam 18 art. 9 5 pro 

scmiparametro p valorem duplicem: 

, T) n i V^ 

y/p^'-ff—j atque y/p=z—j- 

Sed per art. 8a habemus insuper yalorem tertium 

* p = 7-; — u 

^ n — n +n 

qui tres valores manifesto identici es%e deberent, si pro x^y 9ib initio yalores reri 

accepti fuissent. Quamobrem e^se deberet 

6 i)n 

6 ^ Tjn 

, , 4 Off rrV Bin fsmf sinf wW 

' jy^ /!« 2;^;;^ rrr cos/ cop/ cos^^ 

Nisi itaque his aequationibus iam in primo calculo sponte satisfit , statuere licebit 

X — log-'^.— — 



Tjnd 
Yzzzn — W+/2 — 



QTftfrrr cos j cos J cos/ 
Haec methodus applicationem aeque generalem patitur, ac secunda in art i24 
explicata , magnum vero lucrum est , quod in hacce quinta hypotheses primae euo- 
lutionem elementorum ipsorum non requirunt, sed in media quasi via subsistunt. 
Ceterum simulatque in hac operatione eo peruentum esty vt praeuideri possit, hy- 
pothesin nouam a veritate haud sensibiiiter discrepaturam esse^ in hac elementa 
ipsa vel duntaxat ex r, r\f'\ ff^ vel ex r, /,/, 6^ vel quod praestat ex r, /, f ^, 
determinare suflSciet. 

139. 

Quinque methodi hactenus expositae protinus ad totidem alias viam sternunt, 
quae ab illis eo tantum differunt , quod pro a? et y loco distantiarum a terra , in- 
clinatio orbitae atque longitudo nodi ascend^ntis accipiuntur. Hae igitur methodi 
nouae ita se habent: 

I. Determinantur ex a? et y duobusqpe locis geocentricis extremis secundum 
artt. 74, 76 longitudines heliocentricae in orbita radiique vectores, atque hinc et 
ex temporibus respondentibus omnia reliqua elementa; ex liis denique locus geo- 
centricus pro tempore obseruationis mediae, cuius differentiae a loco obseruato in 
longitudinem et latitudinem ipsas X et Y suppeditabunt. 
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Quatuor reliquae methodi in eo conueniunt', quod e positione j)lani orbitae 
locisque geocentricis omnes tres longitudines heliocentricae in orbita radiique vecto- 
res respondentes computantur. Dein autem 

II. elementa reliqua determinantur e duobus locis extremis tantum atque 
temporibus respondentibus ; secundum haec elementa calculantur pro tempore obser- 
yationis mediae longitudo in orbita atque radius vector, quarum quantitatum di£fe- 
rentiae a yaloribus prius inuentis, i.e. e loco geocentrico deductis, ipsas X^ Y 
exhibebunt 

III. Aut deriuantur orbitae dimensiones reliquae ex omnibus tribus locis he- 
liocentricis ( artt. 8a , 83 ) , in quem calculum tempera non ingrediuntur : dein tem- 
porum interualla eruuntur, quae in orbita ita inuenta inter obseruationem primam 
et secundam, atque inter banc et tertiam elapsa ^^^ deberent^ et quorum diffe- 
rentiae a veris ipsas X, Y nobis suggerent 

IV. Calculantur elementa reliqua duplici modo, puta turn e combinatione 
loci primi cum secundo, turn e combinatione secundi cum tertio, adhibitis tempo- 
rum interuallis respondentibus. Comparatis hisce duobus elementorum systematibus 
inter se, e differentiis duae quaecunque pro X^ Y accipi poterunt 

V. Sine denique idem calculus duplex tantummodo vsque ad yalores quan- 
titatis in art 91 per y denotatae producitur, ac dein pro X^ Y expressiones in art 
praec. traditae adoptantur. 

Vt quatuor yitimis harum methodorum tuto yti liceat« loci terrae pro omni- 
bus tribus obseruationibus orbitae nodis non nimis yicini esse debent: contra ysus 
metliodi primae tantummodo requirit, yt eadem conditio in duabus obseruationibus 
extremis locum habeat, sine potius, (quoniam locum medium pro aUquo extremo- 
i*um substituere licet) yt e tribus locis terrae non plures quam ynus in nodorum 
yiciniis yersentur. 

i3o. 

Decern methodi inde ab art is4 explicatae innituntur suppositioni, yalores 
approximates distantiarum corporis coelestis a terra, aut positionis plani orbitae, 
iam in potestate esse. Quoties quidem id agitur, yt dimensiones orbitae, quarum 
yalores approximati iam alicunde innotuerunt, puta per calculum anteriorem ob- 
seruationibus aliis inuixum, per obseruationes magis ab inuicem remotas corrigan- 
tur, postulatum illud nullis manifesto difficultatibus obnoxium erit. Sed hinc nondum 
liquet, quonam modo calculum primum aggredi liceat, ybi omnes orbitae dimen- 

^9 
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siones penitus adhuc incognitae sunt : hie yero problematis nostri casus longe gra<^ 
vissimus at que difficillimus est, vti iam ex problemate analogo in theoria cometa- 
rum praesumi potest, quod qusundiu geometras torserit, quotque tentaminibus ir- 
ritis originem dederit satis constat Vt problema nostrum recte solutum censeri 
possit, manifesto conditionibus sequentibus satisfieri oportet, siquidem solutio ad 
instar normae inde ab art. 119 explicatae exliibetur: Prirno quantitates x^y tali 
modo sunt eligendae, vt valores ipsarum approximatos ex ipsa problematis natura 
petere liceat, saltem, quamdiu corporis coelestis motus heliocentricus intra obser- 
vationes non nimis magnus est. Secundo autem requiritur , vt variationibus exi- 
guis quantitatum x , y variationes non nimis magnae in quantitatibus inde deriuan- 
dis respondeant, ne errores in illarum valoribus suppositis forte commissi impediant, 
quominiis has quoque pro approximatis habere liceat. Denique tertio postulamus^ 
vt operationes, per quas a quantitatibus x^ y successiue vsque ad -X", Y progre* 
diendum est, non nimis prolixae euadant 

Hae conditiones criterium subministrabunt, secundum quod de cuiusuis me-^ 
thodi praestantia indicium ferri poterit: adhuc euidentius quidem ea applicationibus 
frequentibus se manifestabit Methodus ea, quam exponere iam accingimur, et quae 
quodammodo tamquam pars grauissima huius operis consideranda esty iJhs condi- 
tionibus ita satisfacit, vt nihil amplius desiderandum relinqupre videatur. Quam 
antequam in forma ad praxin commodissima explicare aggrediamur, quasdam con- 
siderationes praeliminares praemittemus, aditunique quasi ad ill^un, qui alias for- 
san obscurior minusque obuius videri possit, illustrabimus atque aperiemus. 

i3i. 

In art ii4 ostensum est, si ratio inter quantitates iUic atque in art 128 
per n, n\ n denotatas cognita fuerit, corporis coelestis distantias a terra per for- 
mulas persimplices determinari posse. Quodsi itaque pro or, y assumerentur quo- 

n n 
tientes — r, Ty pro his quantitatibus in eo casu, vbi motus heliocentricus inter 

obseruationes haud ita magnus est, statim valores approximati ■-^, -^ se offerrent 

(accipiendo characteres 6^ 0, & va eadem significatione vt in art 128): hinc ita- 
que solutio obuia problematis nostri demanare videtur, si ex a: et ^ distantiae duae 
a terra eliciantur, ac dein ad instar alicuius ex quinque methodis artt. 124-128 
procedatur. Reuera, acceptis quoque characteribus jy, rj' in significatione art 128, 
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designatoque analogice per if quotiente orto ex diuisione sectoris inter duos radios 

, n 6 Tf n ff n 
vectores contenti per aream trianguli inter eosdem, ^^^'tT^^'W*^ '^ ""^^"/F*""^' 

patetque facile, si n^ n\ n tamquam quantitates paruae primi ordinis spectentur^ 
^ss^ generaliter loquendo jy — i, rf — i, if — i quantitates secundi ordinis ^ adeo- 

que valores ipsarum x, y approximates -qT, -^r a veris differre tantummodo quan- 

titatibus secundi ordinis. Niliilominus re propius considerata methodus haecce x 
omnino inepta inuenitur, cuius phaenomeni rationera paucis explicabimus. Leui 
scilicet negotio perspidtur, quantitatem (0,1,2), per quam distantiae in forraulis 
9, lo, 11 art. ii4 multiplicatae sunt, ad minimum tertii ordinis fieri, contra e.g. 
in aequ. 9 quantitates (0. 1.2), (1. 1.2), (11. 1.2) primi ordinis j hinc autem facile 



n n 



sequitur, errorem secundi ordinis in valoribus quantitatum — 7- , — r commissum pro- 

ducere in valoribus distantiarum errorem ordinis o. Quamobrem, secundum vul- 
garem loquendi vsum, distantiae tunc quoque errore fihito affectae prodirent, quando 
temporum interualla infinite parua sunt, adeoque neque has distantias neque reli- 
quas quantitates inde deriuandas ne pro approximatis quidem habere liceret, me- 
thodusque conditioni secimdae art. praec. aduersaretur. 

Statuendo breuitatis gratia (o. 1.2) = a, (o. I. 2)/)'= — &, (o. O. 2)!)=:— c, 

(o. n. 2) Z?" = — rf, ita vt aequatio 10 art. ii4 fiat a^=:6 + c— 7 +rf. — r, coeffi- 

eientes c et rf quidehi erunt primi ordinis, facile vero ostendi potest, difierentiara 

c — d ad secundum ordinem referendam ^sse. Hinc vero sequitur, valorem quan- 

. . cn + dn . „ 

titatis , i, — ex suppositione approximata nin '=iO\ff prodeuntem errore quarti 

tantum ordinis affectum ^si&e^ quin adeo quinti tantum, quoties obseruatio media 
ab extremis aequalibus interuallis distat. Fit enim iste error 
cd + def _ cn + dn eel'{d — c){ff' — tj) 

^ d+er n+n" -- {d+er){tfd+t)er) 

vbi denominator secundi ordinis est, numeratorisque factor alter Off {d — c) quarti, 
alter 1^ — j^ secundi, vel in casu isto speciali tertii ordinis. Exhibita itaque aequa- 

tioae ilia in hacce forma acTsifr-t- ; — n — • # — , manifestum est, vitium 
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znethodi in art. praec. propositae non inde oriri, quod quantitates n, y/hisce 0\ tf 
proportionales suppositae sunt, sed inde, quod insuper /»'ipsi & proportionalis sta- 

tuta esX. Hoc quippe modo loco factoris — —r — , valor minus exactus — -^ — = 1 

fiff 
introducitur, a quo verus=:i+"T: — s — ?"^5 7 ^ ^^, ^m quantitate ordini^ ae- 

cundi discrepat (art 128). 

i35- 
Quum cosinus angulorum ff f^j f^ perinde vt quantitates ijy if* ab ynitate 

differentia secundi ordinis discrepent, patet,' si pro — -3 — yalor approximatus 
*+ , / jf introducatur, errorem quarti ordinis conunittL Quodsi itaque loca 



aequationis art 11 4. haecce adhibetur 



in valorem distantiae d' redundabit error secundi ordinis, quando obseruationes 
extremae a media aequidistant, vel primi ordinis in casibus reliquis. Sed haecce 
noua aequationis illius forma ad determinationem ipsius d' baud idonea est,* quia 
quantitates adhuc incognitas r, /, r inuoluit 

at 
T T 

lam generaliter loquendo quantitates —7-, — 7- ab vnitate differentia primi 



rr 



ordinis distant, et, perinde etiam productum — tt-: in casu speciali saepius comme- 

morato facile perspicitur, hoc productum differentia secundi ordinis tantum ab vni- 
tate discrepare. Quin adeo quoties orbita eUipsis parum exccntrica est, ita vt ex- 

rr 
centricitatem tamquam quantitatem primi ordinis spectare liceat, differentia -7^ ad 

ordinem vno gradu adhuc altiorem referri poterit Manifestum est itaque, errorem 

Off , 

ilium eiusdem ordinis vt antea manere, si in aequatione nostra pro " ^ ;•// " ^^"^ 

stituatur 77-, vnde nanciscitur formam sequentem 

aJ' = 6 + — ^— (I + -7T) 
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Continet quidem haec aequatio etiamnum quantitatem incognitam r% quam tamen 
eliminari posse patet, quum tantummodo a S^ atque quantitatibus cognitis pendeat 
Quodsi dein aequatio rite ordinaretur, ad octauum gradum ascenderet 

i34. 
Ex praecedentibus iam ratio percipietur, cur in metliodo nostra i^prp x^ y 

resp. quantitates — =:P atque 3 ( — 7 i\r^z=iQ accepturi simus. Patet enim 

primoj si P et Q tamquam cognitae spectentur, S' inde per aequationem 

determinari posse, ac dein S et S" per aequationes 4, 6 art. 11 4, quum habeatur 

n ^ { Q \ n P / Q \ ^ , 

-jT = ^^p (1 +—rr], -Jf — T+P W +77^ J- ^^^^^^ manjfestum est, m 

hjrpothesi prima pro quanlitatibus P , Q, quarum valores exacte veri sunt 

^ T) rrdff . , . , ^ 

-^.— T, — 7-7 — 3 7: T7 73»"» statim obuios esse valores approximates — 2— • 

OGT y ex qua hypothesi in determination em ipsius <J' et proin etiam ipsarum cJ, S'\ 
redundabunt errores primi ordinis^ vel secundi in casu speciali pluries commemo- 
-rato. Ceterum etiamsi his conclusionibus, generaliter loquendo, tutissime fidendum 
sit, tamen in casu quodam speciali vim suam perdere possunt, scilicet quoties 
quantitas (0.1.2), quae in genere est ordinis tertii, fortuito fit=o, vel tam parua, 
vt ad altiorem ordinem referri debeat. Hoc euenit, quoties motus geocentricus in 
sphaera coelesti prope locum medium punctum inflexJom's sistit. Denique apparet, 
vt methodus nostra in vsum vocari possit, necessario requiri, vt motus helio- 
centricus inter tres obseruationes non nimis magnus sit: sed haec restrictio, per. 
problematis complicatissimi naturam, nullo modo euitari potest, neque etiam pro 
incommode habenda est, quoniam semper in votis erit, determinationem primam 
orbitae incognitae corporis coelestis noui quam primum licet suscipere. Praeterea 
restrictio ilia sensu satis lato acclpi potest, vti exempla infra tradenda ostendent 

i35. 

Disquisitiones praecedentes eum in finem allatae sunt, vt principia, quibus 
methodus nostra innititur, verusque eius quasi neruus eo clcurius perspiciantur : tra- 
ctatio ipsa autem methodum in forma prorsus diuersa exhibebit, quam post appli- 
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cationes frequcntissimas tamquam commodissimam inter plures alias a nobis tentatas 
conunendare possumus. Quum in determinanda orbita incognita e tribus obserua^ 
tionibus totum negotium semper ad cdiquot Piypptheses, aut pbtius approximatio- 
nes successiuas reducatur, pro lucro eximio habendum erit, si calculum ita ador- 
nare successerit, vt iam ab initio operationes quam plurimas, quae non a P et Q 
sed vnice a combinatione quantitatum cognitarUm pendeant, ab ipsis hypothesibus 
separare liceat. Tunc manifesto has operationes praeliminares , singidis hypothesi- 
bus communes, semel tantum exsequi oportet, hypothesesque ipsae ad operationes 
quam paucissimas reducuntur. Perinde maximi momenti erit, si in singulis hypo- 
thesibus vsque ad ipsa elementa progredi baud opus fuerit, horumque computum 
vsque ad hypotliesin postremam reseniare liceat. Vtroque respectu methodus no- 
stra, quam exponere iam aggredimur, nihil desiderandum relinquere videtur. 

i36. 

Ante omnia tres locos heliocentricos terrae in sphaera coelesti A^ A\ A" 
/fig. 4) cum tribus locis geocentricis/ respondentibus corporis coelestis B ^ B^ ^ jB* 
per circulos maximos iungere , atq^ turn positionem horum circulorum maximoriun 
respectu eclipticae (siquidem eclipticam pro piano fundamentali adoptamus), turn 
situm punctorum B , B'j J3^ in ipsis computare oportet Sint a, a\ a tres cor- 
poris coelestis longitudines geocentricae; py ^ y ^ latitudines, /, /', /* longitudines 
heliocentricae terrae, cuius latitudines statuimus =o (artt. 117, 72). Sint porro 
7? y , y", circulorum maximorum ab Ay A'^ A' resp. ad By B'y B^ ductorum 
inclinationes ad eclipticam : quas inclinationes, Yt in ipsarum determinatione normam 
fixam sequamur, perpetuo respectu eius eclipticae partis mensurabimus, quae a pun- 
ctis Ay A'y A" secundum ordinem signorum sita est, ita vt ipsarum magnitudo a o 
vsque ad 36o° numeretur, siue quod eodem redit, in parte borcali a o vsque ad 
180°, in australi a o vsque ad — ■ i8o^ Arcus ABy A' B' y A" B' y quos semper 
intra o et 180° statuere licebit, designamus per 8^ S\ S". Ita pro determinatione 
ipsarum y, S habemus formulas 

tang/? 
[1] tang Y = 3in(a_/) 

r -I ♦ JJ tangfog— /) 
[9] tang S = 1— 

qiiibus si placet ad calculi confirmationem adiici possunt sequentes: 
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• /% 
sin J = — : , cos^=:cos j8cos(a— •^) 

Pro determinandis y , 9 , y y ^, manifesto formulae prorsus analogae liabentur. 
Quodsi simul fuerit /9=:o, a — ^^=:o vel =180*, i. e. si corpus coeleste simul 
in opposilione vel coniunctione atque in ecliptica fuerit, y fieret indeterminata : at 
supponemus, liunc casum in nulla' trium obseruationum locum Habere. 

Si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale adoptatum '^%\^ 
ad positionem trium circtdorum maximorum respectu aequatoris determinandam 
praeter inclinationes insuper requirentur rectasccnsiones intersectionum cum aequa- 
tore: nee non praeter distantias punctorumJS, B\ B" ab his intersectionibus etiam 
distan(ias punctorum Aj jf ^ jf ah iisdem computare oportebit. . Quae quum a 
problemate in art 110 tractate pendeant^ formularum euolutioni hie non immo- 
ramur» 

137. 

Negotium secundum erit determinatio situs relatiui illonfm trium circulo- 
rum maximorum inter se, qui pendebit a situ intersectionum mutuarum et ab in- 
clinationibus. Quae si absque ambiguitate ad notiones claras ac generales reducere 
cupimus, ita vt non opus sit pro singidis casibus diuersis ad figuras peculiares re- 
currere, quasdam dilucidationes praeliminares praemittere oportebit. Prima scili- 
cet in quouis circulo maximo duae direciiones oppositae aliquo modo distinguendae 
sunt, quod fiet, dum alteram tamquam progressiuam sen positiuam, alteram tam- 
quam retrogradam seu negatiuam consideramus. Quod quum per se prorsus arbi- 
trarium sit, vt normam certam stabiliamus, semper directiones ^ yl^ A\ jf ver- 
sus J?, JS', Bl* ceu positiuas considerabimus ; ita e. g. si intersectio circuli primi 
cum secundo per jdistantiam positiuam a puncto A exhibetur, haec capienda sub- 
intelligetur ab A versus J5 (vt jD" in figura nostra); si vero negatiua esset, ipsam 
ab altera parte ipsius A sumere oporteret. Secundo vero etiam duo haemisphae- 
ria, in quae omnis circulus maximus sphaeram integram dirimit, denominationibus 
idoneis distinguenda sunt: et quidem hemisphaerium superius vocabimus, quod in 
siiperficie interiori sphaerae circulum maximum directione progressiua permeanti ad 
dextram est, alteram inferius. Plaga itaque superior analoga erit hemisphaerio 
boreali respectu eclipticae vel aequatoris, inferior australi. 

His rite intellectis, amhas duonun circulorum maximorum intersectiones 
commode ab inuicem distinguere licebit: in vna scilicet circulus primus e secundi 
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regione inferiori in superiorem tendit, vel quod idem est secundus e primi regione 
superiori in inferiorem; in altera intersectione opposita locum habent. Per se qui- 
dem prorsus arbitrarium est, quasnam intersectiones in problenmte nostro eligere 
yelimus: sed vt hie quoque iuxta normam inuariabilem procedamus, eas semper 
adoptabimus , (D , D\ ZX in fig. 4) , vbi resp. circulus tertius j^J3^ in secundi j^B\ 
tertius in primi j4B , secundus in primi plagam superiorem transit. Situs harum in- 
tersectionum determinabitur per ipsarum distantias a punctis A ^\ Jt ^ A et A'^ 
A et A y quas simpliciter per AD^ ACDy Ajy ^ Afl/ ^ AD" y^AD*" designabimus. 
Quibus ita factis circulorum inclinationes mutuae erunt anguli, qui resp. in his in- 
. tersectionimi punctis D^ D^y D" inter circulorum se secantium partes eas continen- 
tur, quae in directione progressiua iacent: has inclinationes, semper inter oetiSo^ 
accipiendas, per e^ e j e denotabimus. Determinatio harum nouem quantitatum 
incognitarum e cognitis manifesto ab eodem problemate pendet, quod in art. 55 
tractauimus: habemus itaque aequationes sequentes: 
[5] sin 1 f sin i (AD + A'D) = sin* (^ — sin i (y' + y) 
[4] sin i ecosiiAD + yfD) =cos i (^ — Osin i (y—/) 
[5] cos i € sin i {AD—jfD) = sin 4 (r — co« 1 (/ + rO 

[6] cos4ficos4(-^z)— ^z))=cosi(r— Oco«i(y'— rO 

Ex aequationibus 5 et 4 innotescent \ {AD -^-A'D) et sin f £, e duabus reliquis 
i{AD — A'D) et cos if; hinc AD^ AtD et €. Ambiguitas determinationi ar- 
cuum i(AD + A'D)y ii/^D — A'D) per tangentes adhaerens conditione ea deci- 
detur, quod sin^e et cos^e positiui euadere debent^ consensusque inter sini^ et 
cos 7 a toti calculo confirmando inseruiet. 

Determinatio quantitatum AD' ^ A'D^ ^ e, AD% AD" , e! prorsus simili 
modo perficietur, neque opus erit octo aequationes ad liunc calculum adhibendas 
hue traiisscribere, quippe quae ex aequ. 3 — 6 spctate prodeunt^ si 

AD A'D € I r—r 7 / 

cum AD^ A'D' el" — ^ 7 7 
vel cum AlJ AD" e Z' — / /• y 
resp. commutantur. 

Nona adhuc totius calculi confirmatio deriuari potest e relatione mutua 
inter latera angulosque trianguli sphaerici inter puncta i>, /X, D" formati, vnde 
demaiiant aequationes generalissime verae, quamcunque situm haec puncta habeant: 
s'm {AD' — AD") sin {A'D— AD") sm {AD — A" If) 



^me 



sme 



sme 
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Denique si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale electus 
estf calculus mutationem non subit, nisi quod pro terrae locis heliocentricis ^, -<^', .^ 
substituere opbrtet ea aequatoris puncta, vbi a circulis JtB, ji'B\ A^B* secatur; 
accipiendae sunt itaque pro /, l\ V ascensiones rectae harum intersectionum | nee 
non pro A' D distantia puncti D ab intersectione secunda etc. 

i38. 

Negotium tertium iam in eo consistit, yt duo loci geocentrici eztremi oor*- 
poris coelestis, i. e. puncta\8, B", per circulum maximum iungantur^ huiusque 
intersectid cum circulo maximo A'B' determinetur. Sit JS* haec intersectio, atque 
S' — or eius distantia a puncto A\ nee non a* eius longitude, /ff* latitudo. Habe- 
mus itaque, propterea quod 5, 5*, JS' in eodem circulo maximo iacent, aeqna-^ 
tionem satis notam 

o=tang^sin(a' — a*) — tangjff*sin(a' — a) + tang ^ sin (a* — a) 
quae^ substituendo tang y' sin (a* — /') pro tang^, sequentem formam induit 

cos(a*— /') |tang^sin(a — O— tang/TsinCa— /')| 

— 8in(a*—: /') jtang/8cos(a''— O + Jang/sinCa"— a) — tangy?'cos(rt — /') I 

Quare quum sit tangCa*-— /') = cosy' ting (^' — cr) habebimus 

,t/_ v_ tang/9sin(«"— /') — tang/8'sin(cr~r) 

. cos/ (tang /8 cos (a" — /') — tang/S'cosCa — /')) + sini/sin(a'' — a) 

Hinc deriuantur formulae sequentes , ad calculum numericum magis accom^ 
modatae. Statuatur 

[7] tang /8 sin (a* — /') — tangjS*sin(a — l')=:S 
[8] tang^cos(a'—/')— tang /3" cos («—/') = 2'sin* 
[9] sin(a' — a) :=:Tcost 
(art i4, n), eritque 

[10] tang (^'-<r) = Tsm{t+y ) 

Ambiguitas in determinations arcus S'^^cr per tangentinn inde oritur, quod circuli 
maximi A' B\ Bff in duobus punctis se intersecant: nos pro B*' semper adopta- 
bimus intersectionem puncto B' proximam, ita vt er semper cadat inter limites 
— go** et +90*", vnde ambiguitas ilia toUitur. Plerumque tunc valor arcus er (qui 
pendet a curuatura motus geocentrici) quantilas satis modica erit, et quidem gener 

5K> 
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raliter loqiicndo secundi ordinis, si temporum interualla tamquam quantitates primi 
orduiis spcctantur. 

Quaenam modificationes calculo applicandae sint, 3i pro ecliptica aequator 
tamquam planum fundamentale electum est, ex annotatione art. praec. sponte palebit. 

Ceterum manifestum estj situm puncti -B* indeterminatum manere^ si cir- 
culi BB'y A' B" omnino coinciderent: hunc casum, vbi quatuor puncta A\ B, B\ B\ 
in eodeto circulo maxlmo iacerent, a disquisitione nostra excludimus. Conueniet au- 
tem in eb'gendis obseruationibus eum quoque casum euitare, vbi* situs horum qua^ 
tuor punctorum a circulo maximo parum distat : tunc enim situs puncti J?*, qui in 
operationibus sequentibus magni momenti est, per leuissimos obseruationum errores 
nimis aificeretur, nee praecisione necessaria determinari posset. — Perinde pun- 
ctum J5* indeterminatum manere patet, quoties puncta J?, jS* in vnum coincidunt *), 
in quo casu ipsius circuli^-B" positio indeterminata fieret. Quamobrem hunc quo- 
que casum excludemus, quemadmodum, per rationes praecedentibus similes, tali- 
bus quoque obseruationibus abstinendum erit, vbi locus geocentricus primus et vl^ 
timus \xi pimcta sphaerae sibi proxima cadunt 

1% 

Sint in sphaera coelesti C, C, C tria corporis coelestis loca heliocentrica, 
quae rcsp. 'va circldis nlaximis AB^ A' B ^ A" B**^ et quidem inter A ci B^ A' et 
B' ^ A" et B" sita erunt (art 64, III): praeterea puncta C, C, C* in eodem cir- 
culo maximo iacebunt, -puta in eo, quem planum orbitae in sphaera coelesti pro- 
iicit. Desjgnabimus per r , /, r tres corporis coelestis distantias a Sole ; per q , q\ q 
eiusdem distantias a terra; pl^r 7?, iZ', K terrae distantias a Sole. Porro statui- 
mus arcus C C'\ CC^ CC resp. = s/*, 2/^, ^f\ atque rr*sin2/'=n, rrsm^f' 
= 72', rr'sm<if=7i. Habemus itaque/ =/+/", AC-^-CB^S, A'C' + C'B'= S\ 
A^C + CB^zzzS", nee non 

sin S sin AC sin CB 

sin (5' siu^'C sinC'^ 



/ - q' - It 

smS" smA'C sinCB" 



(>" - JH' 



*) Slue etiam quoties sibi opposita sunt, scd de hoc casu non loquimui', quum methodus no- 
stia ad obscruationes tautum interuallum complectentes.non sit extendcnda. 
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Hinc patet, simulac situs punctonun C, C\ C* iimotuerit, quantitates r, /, r* 
p, g\ g determiiiabiles fore. lam ostendemus, quomodo ille e quantitatibus 

= P, af — 7 1 Jr'=:Q elici possit, aquibus methoduin no^tram profidsci iam 

supra declarauimus. 

i4o. 

Primo obseruamus, si N fuerit punctum quodcunque circuli maximi CCC^^ 
distantiaeque punctonim C, C, C a puncto ^ secundum directionem eandem nu- 
merentur, quae tendit a C ad C, ita vt generaliter fiat 

JVC'_A^C'=2/, iVC— iNrC=2/, NC—NC=i^f, haberi aequationem 

o==:sin2/sinJVC— sinu/'sinJVC'+sina/'sinA^C' ; 7..(I) 

lam supponemus, N accipi in intersectione circulorum maximorum BB^'Sf^ CC'C'\ 
quasi in nodo ascendente prioris supra posteriorem. Designemus per S, C, £",.• 
©, 5D^ 5D" resp. disfanlias punctonim C, C, C*, Z), Z)', D" a circulo maximo 
BB^B"^ ab alterutra ipsius parte positiue, ab altera opposita negatiue acceptas% 
Hinc manifesto sin£, sinS', sinS" resp. proportionales erunt ipsis sin AC, sinA'C, 
sin AC", vnde aequatio (I) sequentem induit formam 

a=: sin fl/sinS — sin 2/' sinS' + sin 2/* sin S" 

aiue multiplicando per rrr 

o = 7ir sing— /iV sin e'+^V" sin d' ....: (II), 

Porro patet, esse sin (J ad sin^', vt sinum distantiae puncti C a ^ ad distantiam 

puncti Lf K B^ vtraque distantia secundum eandem directionem mensurata. Ha- 

betur itaque 

. ^ sinD'sinCff 
— sm S = • 



sm{Aiy^S) 
prorsusque simiU modo eruitur 
sin^'sinCff 



— • sin 2 = 
— sine = 



— sin (£*=:■ 



sm(^AD^^^ • 

sin g) sin C'^ smV sitiC' B^ 

(sin^'jD— J'+er) "^ sm{A' D^—8' ^-c) 

sin D sin C ff sin 3)' sin C jB* 



sin(^"/>-.J') - sinC-^"/?'— (J") 
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Diuidendo itaque aequationem (II) per r'ainS', prodit 

r sin eg siniJ" D'—S") , r'sinC'B* sin {^"D — S') „ 

** = "• .r-sinC'-^""* sm(^Jjy—d) "' r^smCB' * sin(^'2) — (r+tr)"*"" 

Quodsi hie arcum C'B' per z designamus, pro r, r', /•" yalores suos ex art. praec. 
substituimus , breuitallsque caussa ponimus 

r _ RsmSsinj^'iy—S'') 

L"! JtsinS'smi^D'—S) -" 

t ■«' sin ( ?' sin (1^' i?— S") 

M^J i?"«in^"sin(^'Z>— (y'+(r) "~ ^ 

aequatio nostra ita se habebit 

, sin(z— (t) . „ * 

o=:an — on. : 1-» (J") 

sinz ^ ' 

Coeificientem h etiam per formulam sequentem computare licet, quae ex aequatio- 

nibus modo allatis facile deducitur: 

J^sin^^inCy/Zr^— (?) 

L*^-! "^ i28in<j8in(^'zy— ^'+(r) "* 

Calculi confirmandi caussa haud inutile erit, ytraque formula 13 et i3 vti. Quo^ 

ties sm{A' D' — iJ'+O') maior est quam sin(-^'i5 — ^'+^)j formula posterior a ta- 

bularum erforibus ineuitabilibus minus aflScietur, quam prior, adeoque huic prae- 

ferenda erit, si forte paruula discrei^ntia illinc explicanda in yaloribus ipsius h se 

prodiderit; contra formulae priori magis fidendum erit, quoties siniA' D" — S'+d) 

minor est quam Bm{A'D — cJ'+tr): si magis placet, medium idoneum inter ambos 

yalores adoptabitur. 

Calculo examinando sequentes quoque formulae inseruire possunt, quarum 

tamen deriuationem non ita difBcilem breuitatis caussa supprimimus: 

a sin {f — t) hsin(r — /) 8in(^ — tr) sin (Jt — /) 

""— ~R R sincT + T 

jR'sin^ Ucosficos^ 

^~ /TsincT • 8in(-^2y— <J)8in/?' 

vbi 17 exprimit quotientem — . ^ ^ t- =: t v \" (art. i38. aequ. lo). 

n" , . ^ P + a 

ExP= — 7-, atque aequatioue III. art. praec. sequitur (n + n") — p 

= on . , — i nine vero et ex Q =2 I "~ ^ j ^ atquo 



Digitized by 



Google 



DETERMINATIO ORBITA£ E TRIBVS OBSBRVATrONIBVS COMPLETrS. l5^ 



elidtuT 



sin 2 
• . Qsing* , P+i . , 

<2 sinr* / P + i \ 

2 22'' sin ^' ~^^* P + a cos(rysm(z — <r) — sine cos (r — o-) . 

Statuendo itaque breuitatis caussa 

t'"^^ 3i2'»sin<i''sin<r =*" 

introducendoque angulum aimliarem o talem vt fiat 

sin <r 
tangfi>= — p^i;-^ ■ 

6-p-^— — coso- 
prodit aequatio (IV) 
cQsinci) sin js* = sin (z — o) — ^(j*) 

ex qua incognitam z eruere oportebit. Vt angulus o commodius compuletur, for- 
mulam praecedentem pro tang cj ita exhibere conueniet 

(P + a) tani? tr 
fang €i> = • ^^ — ^—^ ^ 



^\costT ■~V+("^^77"-"7 



Quamobrem statuendo 

b 

I - — a 

. ^. coser 

[i5] A -=<« 



cos (T 



[i6] 



tBxigar 



co8(r 
habebimus ad determinandom o formulam simplicissimam 

tang(D= p^^ 

Computum quantitatum a, &, e, c?, e per formulas ii**i6, a solis quantitatibus 
datis pendentem, tamquam negotium [quartum consideramus. Quantitates 6, c, ^ 
ipsae non erunt necessariae, venun soli ipsarum logarithmi. 

Ceterum datur casus specialis, vbi haec praecepta aliqua mutatione indigent. 
Quoties scilicet circulus maximus BBf cum jfB" coincidit, adeoque puncta JS, JB* 
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resp. cum D' , Dy quantitates a, b valores infinito3 nanciscerentur. Slatuendo in 
hoc casu 
jg sine? sin (.^Z?' — ^+ (r) _ 
msmS'smiAD' — ^ —^ 

habebimus logo aequationis III hancce: o = ;r7i— : •,' TUde facicndo 

tang <<>;= p , ^ T"> eadem aequatio Iv elicitur. 

JL ^ (1 ■■"" ^ COS (T^ 

Perinde in casu speciali, vbi (r = o, fit c infinita atquefi^rrro, Tnde factox* 
c sin CD in. aequatione IV indeterminatus esse videtur: nihilominus reuera determi- 

natus est, ipsiusque valor = rrjy^ ' ^^(h iSCPj^d) ^ ^^ ^ems attentio doce- 

1... T 1, •* ^. - ly ' t.S 2(6— i)(P + d) 
bit. In hoc itaque casu fit sm ^ =: /c sm d y oTp'a^ * 

l42. 

Aequatio IV, quae euoluta ad ordinem octauiun ascenderet, in forma sua 
non mutata expeditissime tentando soluitur. Ceterum e theoria aequationum facile 
ostendi potest, (quod tamen fiisius euoluere breuitatis caussa hie supersedemus)*, hanc 
aequatiouem vel duas vel quatuor solutiones per valores reales admittere. In casu 
priori valor alter ipsius sinz posiduus erit, alterum negatiuum reiicere oportebit, 
quia per problematis naluram r negatiuus euadere nequit In casu posteriori inter 
valores ipsius sinjs vel vnus positiuus erit , tresque reliqui negatiui — vbi igitur 
liaud ambiguum erit, quemnam adopfare oporteat — vel tres positiui cum vno ne- 
gatiuo; in hoc casu e valoribus positiuis ii quoque si qui adsunt reiici dcbent, vbi 
z maior euadit quam ^, quoniam per aliam problematis conditionem essentialcm q 
adeoque etiam sin (^ — z) quantitas positiua esse debet. 

Quoties obseruationes mediocribus temporum interuallis ab inuiccm distant, 
plerumque casus postremus locum habebit, vt tres valores positiui ipsius sin z ae- 
quationi satisfaciant. Inter has solutiones praeter veram reperiri solet aliqua, vbi 
z parum differt a ^, mode excessu, modo defectu: hoc phaenomenon sequenti 
modo explicandum est. Problematis nostri tractatio anal}rtica ei soli conditioni su- 
perstructa est, quod tres corporis coelestis in spatio loci iacere debent in rectisj 
quarum situs per locum ab'solutum terrae positionemque obseniatam detenninatur. 
lam per ipsius rei naturam loci illi iacere quidem debent in iis rectarum partibus, 
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i>nde lumen ad terram descendit: sed aequationes analyticae hanc restrictionem npn 
agnoscunt, omniaque locorum systemata, qui quidem cum Kepleri leglbus consen- 
tiunt, perinde complecti debeiit, siue ab hkc terrae parte in illis rectis iaceant, 
siue ab ilia, siue denique cum ipsa terra coincidant lam hie yltimus casus vtique 
problemati nostro satisfaciet, quum terra ipsa ad normam illarum legum moueatur. 
Hiuc patet, aequationes comprehendere debere solutionem, in qua puncta, C, (/, 
(T cum punctis ^, j4\ A" coincidant (quatenus variationes minutissimas locis ter- 
rae elliplicis a perturbationibus et parallaxi inductas negligimus): aequatio itaque FV 
semper admittere deberet solutionem z =: S> ^ si pro P et Q valores veri locis ter- 
rae respondentes acciperentur. Quatenus autem illis quantitatibus valores tribuun- 
tur ab his non multum ^discrepantes (quod semper supponere licet, quoties tempo- 
rum interualla modica sunt), inter solution es aequationis IV necessario aliqua repe- 
riri debet , quae proxime ad valorem jz = ^ accedit 

Plerumque quidem in eo casu, vbi aequatio IV tres solutiones per valores 
positiuos ipsius sin z admittit, tertia ex his (praeter veram earn que de qua modo 
diximus) valorem ipsius z maiorem quam ^ sistet, adeoque analytice tantum pos- 
sibilis, physice vero impossibilis erit: time itaque quamnam adoptare oporteat am- 
biguum esRe nequit. Attamen contingere vtique potest, vt aequatio ilia duas solu- 
tiones idoneas diuersas admittat, adeoque problemati nostro per duas orbitas pror- 
sus diuersas satisfacere liceat Ceterum in tali c4su orbita vera a falsa facile di— 
gnoscetur, quampiimum obseruationes alias magis remotas ad examen reuocare 
llcuerit 

Simulac angulus z erutus est , statim habetuf r per aequationem 
r = ; . Porro ex aequationibus P = — atque IV elicimus 



n bsin{z — or) 

n r 1 nr 



n P ' n 



lam vt formulas, secundum quas situs punctoruhi C, C e situ puncti C 
determinandus est, tali modo tractemus, vt ipsarum Veritas generahs pro iis quo- 
que casibus, quos figura 4 non monstrat, statim eluceat, obseruamus, sii^um di- 
stantiae puncti C a circulo maximo CB (positiue sumtae in regione superiori, ne** 
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gatiue in inferiori) aequalem fieri producto ex sine" in sinum distantiae puncti C* , 
a D" secundum directionemprogressiuam mensuratae, adeoque =» — 8in6'sinCZ>''=: 

sine* sin(^z + j4'D" — cT); perinde fit sinus distantiae puncti C* ab eodem circulo 

maximo = — sinesidC'D'. Manifesto autem iidem sinus sunt vt sin CC ad sinCC*, 

siue vt —7-7- ad jt-, sine vt nr ad nr. Statucndo itaque C" /)'=:= J", habemu5 

Prorsus simili modo statucndo €1^^=^ eniitiir 
^nr ' y ^^' sing . , , ^/n ^/x 

sm £ 
Vn. r sin q^JtAjy—Aiy) = rP. -^^ sin (r+^'i>~^"2>') 

Combinando aequationes V et YI cum sequentibus ex art. i3g trausscriptia 
VIU. r'sinC"— ■^''i>' + <f") = ^sm<J' 
rX. rsinCf— ^2y+<J) = i2 sin ^ 

quantitates f , ^, r, r" ad normam art 78 inde deriuabuntur. Qui calculus quo 
commodius absoluatur, formulas ipsas hue attulisse baud ingratum erit. Statuatur 
^sin<y 

L^^J sinC^"//— (J") — ^' 
, , cos(Aiy—S) 

cos(.^*iy-<^') 
L^*^] — ^^ii^-j^ — =-» 

Computus harum quantitatum, aut potius logarithmorum earum, a P ct Q etiam- 
num independens, tamquam negotium quintum et vltimum in operationibus quasi 
praeliminaribus spectandum est, eommodeque statim cum computo ipsarum a, b 

sine cum negotio quarto absoluitur, vbi fit a=— r. — Faciendo dein 
n/ sin« , , ^, 



n sme 
n r sm e 



n sm £ 



.-.sin(z + ^'/>*— (J')=/ 
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eliciemus ^etr exr sinf =p, rcos f =5^, atque f' et r ex r' 8iii^=i:p*, rcoB^z=:q\ 
Ambiguitas in determinandis f et f " hie adesse nequit, quia r et r necessario eua- 
dere debent quantitates positiuae. Calculus perfectus^per aequationem YU si lubet 
confirmari poterit 

Sunt tamen duo casus, ybi aliam methodum sequi oportet. Quoties scilicet 
punctum ly cum B vel coincidit vel ipsi in sphaera oppositum est, siue quoties AD'-^S 
=:o vel =r 180**, aequationes VI et IX necessario identicae ^%^e debent, fieretque 
x==00, Xp — 1=0, adeoque 9 indeterminata. In hoc casu f * et r^ quidem eo quo 
docuiinus modo determinabuntur , ,dein vero f et r e combinatione aequationis VII 
cum V vel IX elicere oportebit Formulas ipsas ex art 78 desumendas hue trans-* 
scribere supersedemus ; obseruamus tantummodo, quod in eo quoque casu, vbi est 
AJy — S non quidem =0 neque =180°, attamen arcus valde paruus, eandem 
methodum sequi praestat, quoniam tunc methodus prior praecisionem necessariam 
non admitteret Et quidem adoptabitur combinatio aequationis VII cum V vel cum 
DC, prout sin (-^2)* — AD'^ maior vel minor est quam mn^ALf — ^). 

Perinde in casu, vbi punctum jy, vel ipsi oppositum, cum B* vel coincidit 
vel parum ab eodem distat, determinatio ipsarum f*, r per methodum praeceden^ 
tem iel impossibilis vel parum tuta foret Tunc itaque ^ et r quidem per illam 
methodum determinabuntur, dein vero f * et r* e combinatione aequationis VU vel 
cum VI vel cum IX, prout siniA" D - A' Bf) maior vel minor est quam sinC-^^Zy-cJ*) 
Ceterum hand metuendum est, .ne umul Bf cum punctis B , B^ \e\ cum punctis 
oppositis coincidat, vel parum ab ipsis distet: casum enim eum^ vbi B cum Bl* 
coincidit, vel perparum ab eo distat, iam supra art i58 a disquisitione nostra ex* 
clusimus. 

i44. 

Arcubus f, J* inuentis^ puncforum C, Cf positio data erit, poterifque di« 
stantia CXTzzz^f^ ex f, J* et e determinari. Sint u^ u inclinationes circulorum 
maximorum AB ^ ACff ad circulum maximum CC (quae in figura 4 resp. erunt 
anguli CCBf et 180® — CCD^), habebimusque aequationes sequentes, aequationi- 
bus 3 — 6 art. 157 prorsus analogas: 
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sin /'sin i (w" + 1^) = sin i 6 sin § (f + J") 

sin/'cosi(^^'' + z^)=:cosi6sini(f — ^") 

cos/' sin i (f^" — i^) = sin i 6 cos 1 ( ^+ D 

cos/' cos 1(2^" — i^)=:cosi£COsi (f — ^") 
Duae priores dabunt i{u' + u)e^ sin/', duae posteriores ^{u — u) et cos/'; ex 
sin/' et cos/' habebitiu' /'. Angulos \:(u'\'u)ei i(u — w), qui in ultima de- 
mum hypothesi ad determinandum situm plani orbitae adhibebuntur, in hypotliesi- 
bus primis negligere licebit 

Prorsus simili modo / ex «, CD et (TDy nee non f' ex e \ CD** Clf 
deriuari possent : sed multo commodius ad hunc finem formulae sequentes adhibentur. 

5ma/=rsm3/^ . 
sin a/" = r sin 2/' 

Tbi logarithmi quantitatum — tt-, — 7-7- iam e calculis praecedentibus adsunt To- 

tns denique calculus confirmationem nouam inde nanciscetur, quod fieri debet 2/4-2/^ 

=:r 2/': si qua forte differentia prodeat , nullius certe moment! esse poterit , siquidem 

omnes operationes quam accuratissime peractae fuerint. Interdum tamen , calculo 

vbique septem figuris decimalibus subducto, ad aliquot minuti secundi piirtes deci- 

mas assurgere poterit, quam si operae pretium videtur facillimo negotio inter 2/ 

2/* ita dispertiemur, vt logarithmi sinuum aequaliter vel augeantur vel diminuantur, 

. . rsmsf n . , _ , 

quo pacto aequatiom p = — tt-. — -tt = omm quam tabulae permittunt praeci- 

sione satisfactum erit. Quoties / et f parum differunt, difierentiam illom inter 2/ 
et 2/^ aequaliter distribuisse sufficiet 

145. 

Postquam hoc modo corporis coelestis positiones in orbita determinatae sunt, 
duplex elementorum calculus turn e combinatione loci secundi cum tertio, tuim e 
combinatione primi cum secundo, vna cum temporum interuaUis respondentibus, in- 
choabilur. Antequam yero haec operatic suscipiatur , ipsa temporum interualla qua- 
dam correctione opus habent, siquidem constitutum fuerit, secundum methodum 
tertiam art 118. aberrationis rationem habere. In hocce scilicet casu pro tempori- 
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bus reris ficta substituenda sunt, illis resp. 495(>, 495(>', 4g3(>* minutis secundis an- 
teriora. Pro computandis diatantiis (>, (>', (>* habemus fonnula9 

'_ ^sin((^^— z) _ r'smjS' —z) 
" ~^ sin z sin ^ 

P — 8in(f'— ^"iy — + <y") - sinF ' 

Ceterum si obseruationes ab initio statim per metbodum primam vel secun- 
dam art 118 ab aberratione purgatae fiiissent^ hicce calculus oniittendus, neque 
adeo necessarium foret, valores distantiarum (>, q\ q" eruere, nisi forte ad confir- 
mandum, an ii, quibus calculus aberralionum superstructus erat, satis exacti fue- 
rint. Denique sponte patet, totum istum calculum tunc quoque supprimendum 
e^s^^ quaudo aberrationem omnino negli^ere placuerit. 

i46. 

Calculus elementorum, bine exr', r'', njf atque temporis interuallo correcto 

inter obseruationem secundam et tertiam, cuius productum in quantitatem k (art. 1) 

per denotamus, illinc ex r,;-', 2/^ atque temporis interuallo inter obseruationem 

primam et secundam, cuius productum per h esto ^=^6[\ secundum metbodum in 

artt 88 — io5 expositam tantummodo ysque ad quantitatem illic per y denotatam 

producendus est, cuius valorem in combinatione priori per jy, in posteriori per r{* 

denotabimus. Fiat deinde 

^'n _j, rr'eff' ^ 

Off ^ rr fff) cosfcosf^QOBj ^ 

patetqile, si valores quantitatum Py Q, quibus totus hucnsque calculus superstru- 
ctus erat, ipsi veri fuerint, euadere debere P^=::Py Q^zizQ. Vice versa facile 
perspicitur, si prodeat P'z^Py Qf^zzQ, duplicem elementorum calculum, si vtrim- 
que ad finem perducatur, numeros prorsus aequales suppeditaturum esse, per quos 
itaque omnes tres obseruationes exacte repraesentabuntur, adeoque probleraati ex 
asse satisfiet Quoties autem non fit P'z^Py Q'=zQy accipientur P' — P, Q^ — Q 
pro X et F", siquidem P et Q pro x et y acceptae fuerint ; adhuc magis commo- 
dum erit statuere logP = JC, logQ=:y^ logP' — logPzmX, logQ' — logQ=y. 
Dein calculus cum aliis valoribus ipsarum JC, y repetendus erit 
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147. 
Proprie quidem etiaxn hic, oicuti in decern methodis supra traditis, arbitra- 
riiim esset, quosnam yalores nouos pro x et y ia hypothesi secunda snpponamiis, 
si modo conditionibus generalibus supra explicatis non aduersentur: attamen quum 
manifesto pro lucro magno habendum sit, si statim a valoribus magis exactis pro- 
ficisci liceat, in methodo hacce parum prudenter ageres, si valores secundos teme- 
re quasi adoptares, quum ex ipsa rei natura facile perspiciatur, si valores primi 
ipsarum P, Q leuibus erroribus affecti fuerint, ipsas P', Q' valores multo exactio- 
r^s exbibituras easOy siquidem motus heliocentricus* fiierit moclicus. Quamobrem 
semper ipsas P^y(/\'pTo valoribus secundis ipsarum P, Q adoptabimus, sine logP', 
^gO' pro valoribud secundis ipsarum x^ y si log P^ logQ primos designare 'sup- 
positi sint . , . 

lam in hac hypothesi 'secunda, vbi omnes operationes praeliminares per 
formulas 1—20 exhibitae inuariatae retinendae sunt, calculus prorsus simiH modo 

repetetur. Primo scilicet determinabitur angulus to\ dein r, /, , — ??-, f, 

r, ^ ^ ^^ J f^ ^ f^ /*"• E differentia plus minusue considerabili inter valores nouos 
harum quantitatum atque primos facile aestiraabitur, vtrum operaepretium sit, nec- 
ne, correctionem quoque temporum propter aberralionem denuo computare.: in casu 
posteriori temporum interualla, adeoque etiam quantitates 6 et ff' eaedem mane- 
bunt vt ante. Denique ex jT, /•', r"; /", r, r temporumque interualhs eruentur 
ly, Tf" atque hinc valores noui ipsarum P', Q^y qui plerumque ab iis, quos hypo- 
thesis prima suppeditauerat, multo minus different, quam hi ipsi a valoribus pri^ 
mis ipsarum P, Q. Valores secundi ipsarum X, Y itaque multo minores erunt, 
quam primi, valoresque secundi ipsarum P', Q' tamquam valores tertii ipsarum P, 
Q adoptabunfur, et cum his calculus denuo repetetur. IJoc igitur modo sicuti 
^x hypothesi secunda numeri exacliores resultauerant, quam ex prima, ita e tertia 
iterum exactiore^ resultabunt, quam e secunda, possentque valores tertii ipsarum 
P', Of tamquam quarti ipsarum P, Q adoptari, atque sic calculus toties repeti, 
vsque dum ad hypothesin perueniatur, in qua X et Y pro cuanescentibus habere 
liceret: sed quoties hypothesis tertia nondum sufficiens videatur, valores ipsarum P, 
Q in hypothesi quarta adoptandos secundum methodum in artt. 120 121 explica- 
tam e tribus primis deducere praestabit, quo pacto approximatio celerior obtinebi- 
tur, raroque opus erit, ad hypothesin quintam progredi. 
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l48. 

Quoti^s elementa e tribus oBseruatipnibus deriuanda adhuc penitus incognita 

•unt (cui casui methodus nostra imprimis accommodata est), in hypothesi prima 

ff 
vt iam monuimus pro PetQ yalores approximati — ^ et Off accipientur, Tbi 6 et 

ff aliquantisper ex interuallis temporum non correctis deriuandae sunt. Quorum 
ratione ad interualla correcta per fti i etft: i resp. expressa, habebimus in hy- 
pothesi prima 

X=log^ — log ^a" + log j; — logi^' 
y = log yct + log ^^ — log ^ — log7^' + Comp. log cos/+ Comp.log cos/' 

-f- Comp. log cos/* + 2 log r — log r — log r 
Logarithmi quantitatum fij fti respectu partium reliquarum nullius sunt moment! j 
log Tf et log rf , qui ambo sunt positiui , in X aliquatenus se inuicem destruunt , prae- 
sertim quoties temporum interualla fere aequalia sunt, vnde X valorem exiguum 
modo positiuum modo negaliuum obtinet; contra in Ke partibus negatiuis logrj et 
log 7^' compensatio quidem aliqua partium positiuarum Comp. log cos/, Comp. log 
cos/', Comp. log cos/* oritur, sed minus perfecta, plerumque enim hae illas no- 

tabiliter superant De signo ipsius log tt- in genere nihil determinare licet. 

Iam quoties motus heliocentricus inter obseruationes modicus est, raro opus 
erit, Tsque ad hypothesin quartam progredi: plerumque tertia, saepius iam secunda 
praecisionem suflficientem praestabit , quin adeo interdum numeris ex ipsa hypothesi 
prima resultantibus acquiescere licebit luuabit semper, ad maiorem minoremue 
praecisionis gradum, qua obseruationes gaudent, respicere: ingratum enim foret 
opus, in calculo praecisionem affectare centies miUiesue maiorem ea quam obser- 
uationes permittunt In his vero rebus iudicium per exercitationem frequentem 
practicam melius quam per praecepta acuitur, peritique facile acquirent facultatem 
queuidam, ybi consistere conueniat recte diiudicandi. 

In yltima demum hypothesi elementa ipsa calculabuntur, vel ex /, /, r", 
vel ex/", r, r, perducendo scilicet ad £nem calculum alterutrum, quem in hy- 
pothesibus antecedentibus tantummodo vsque ad tf vel tjj\ prosequi oportuerat : si 
vtrumque perficere placuerit, harmonia nimierorum resultantium nouam totius la- 
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boris confirmationem slippeditabit. Attamen praestat, quam primum f^f'^f'' cru- 
tae sunt, elementa e sola combinatione loci primi cum tertio dermare, puta ex 
y', r, r atque teniporis interuallo, taudemque ad maiorem calculi certitudinem lo- 
cum medium in orbita secundum elementa inuenta determinare. 

Hoc itaque modo sectlonis conicae dimensiones innotescent, puta excentri- 
oitas, semiaxis maior sine semiparameter, positio perihelii respeclu locorum helio- 
centricorum. C, C\ C, motus medius, atque anomalia media pro epocha cwbitraria, 
siquidem orbita elUptica est, vel tempus transitus per perihelium, si orbita fit hy- 
perbolica vel parabolica. Superest itaque tautummodo, vt positio locorum helio- 
centricorum in orbita respectu nodi ascendentis, positio huius nodi respectu puncti 
aequinoctialis, atque inclinatio orbitae ad eclipticam (vel aequatorem) determinentur. 
Haec omnia per solutionem vmu3 fcrianguli sphaerici efficere licet Sit Ji longitudo 
nodi ascendentis; i inclinatio orbitae; g et g argumenta latitudinis in obseruatione 
prima et tertia; denique / — J2 = A, f — ^ = 7A JExprimente iam in fig. quarta 
Ji nodum ascendentem^ trianguli J^^Clatera erunt ^Z?'-^-f^ Sp ^9 angulique his 
resp, oppositi i , 1 80° — 7 , w- Habebimus itaque 
sin i I sin i (g + A) = sin i (^41/ — Q sin i (y+ u) 
sin 4 i cosi(g+h)=:cosi(u4iy — J) sin i(y — u) 
cosii8ini(g — h) = sini{Jiy — Oc^«i(y + ^) 
cos iicosi(g — /t) = cos i (yjfD' — J) cos i(y — u) 

Duae primie aequationes dabunt i(g + h) ei sin^i^ duae reliqnae i(g'^h) et 
cos ii; ex ^ innotescet 3itus perihelii respectu nodi . ascendentis , ex h situs nodi 
in ecliptica; denique innotescet i, sinu et cosinu se mutuo confirtnantibus. Ad 
eundem scopum peruenire possumus adiiunento trianguli ^j^'C^ vbi tantummodo 
in formulis praecedentibus characteres g, hy u4y ^y y, ^ '^^ g\ ^\ ^ 9 'C y 7 'i ^ 
mutare oportet. Vt toti labori adhuc alia confirmatio concilietur, hand abs re erit, 
calculum vtroque modo perficere; vnde si quae leuiusculae differentiae inter valp:- 
res ipsius i, Ji atque longitudinis perihelii in orbita prodeunt, valores meclios ado- 
ptare conueniet. Raro tamen hae differentiae ad o^i vel o^'a ascendent, siquidem 
omnes cajculi septem figuris decimalibus accurate elaborati fuerant 

Celerum quoties loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale 
adoptatum est, nulla hinc in calculo differentia orietur, nisi quod loco punctorum 
Ay A" intersectiones aequatoris cum circulis maximis ^j?, ^''JB'' accipiendae sunt. 
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l5o. 

Progredimur iam ad illustrationem huius methodi per aliquot exempla co— 
piose explicanda, quae simul euidentissime ostendent, quam late pateat,* et quam 
commode et expedite semper ad Gnem exoptatum perducat *). 

Exemplum primum planeta nouus luno nobis suppeditabit, ad quem finem 
obscruationes sequentes Grenouici factas et a eel. Maskelyne nobiscum communica- 
tas eligimus. 



Temp, med, GrenoY. 


Ascens. recta app. 


Decl. austr. app. 


i8o4 Oct. 5. io»* 5i' 6* 


357^ 10' 22" 55 


6° 4o' 8" 


17 9 58 10 


355 43 45, 3o 


'8 47 25 


27 9 16 4i 


355 11 10, 95 


10 2 28 



E tabulis Solaribus pro iisdem temporibus inuenitur 





loiigit. Solis ab ae- 
quin. appar. 


nutatio 


distajitia a 
terra 


latitudo 
Solis 


obliqiiitas appar. 
eclipticae 


Oct 5 

17 
27 


192° 38' 53* 72 
2o4 20 21, 54 

3X4 16 52, 31 


+ 15'43 
+ i5,'5i 
+ i5,6o 


0,9988839 
0,9953968 
o,993834o 


— o"49 

+ 0,79 

— 0, i5 


23° 37' 69* 48 
59,36 
59,06 



Calculum ita adstruemus^ ac si orbita adhuc penitus incognita esset : quam-* 
obrem loca lunonis a parallaxi liberare non licebit, sed banc ad loca terrae trans- 
ferre oportebit. Primo itaque ipsa loca obseruata ab aequatore ad eclipticam redu- 
cimus, adhibita obliquitate apparente, vnde prodit: 





Longit. appar. 
lunonis 


Latit. appar. 
lunonis 


Oct. 5 

»7 

27 


354" 44' 54' 37 
353 34 44, 5 1 
55i 34 5i,57 


— 4° 59' 31' 59 

— 621 56, 25 

— 7 17 52, 70 



*) Male loqunntur, jqui methodum aliquam alia magU minusue erar/a/it pronunciant. Ea enim 
sola metliodus problema soluisse censeri potest, per quam quemuis praecisionis gradum attingere 
saltern in potcstate est. Quamobrem metliodus alia alii eo tantum nomine palmam pracripit quod 
eundem praeciiiiom's gradum per aliam celerius minorique labor e, per aliam tardius grauiorique 
opera assequi licet. 
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Cum hoc calculo statim iungimus determinationem longitudinis et latitudinit 
ipsius zenith Ibci ohseruationis in tribus obseniationibus : rectascensio quidem cum 
rectascensione lunonis conuenit (qiiod obseruationes in ipso meridiano sunt factae), 
declinatio autem aequalis est altitudini poli = 5i°a8'3g*« Ita obtinemus 





Long, ipsiua zenith 


latitudo 


Oct 5 


34° 29' 


46° 53' 


17 


35 25 


47 24 


37 


23 1 


47 36 



lam ad normam praeceptorum . in art 72 traditorum determinabuntur terrae loci 
ficti in ipso piano eclipticae, in quibus corpus coeleste perinde apparuisset, atque 
in locis veris obseruationum. Hoc modo prodit, statuendo parallaxin Solis me^ 
diam =8" 6 





Reductio longit. 


Reductio distantiae 


Reductio temporis 


Oct. 6 


— 33'' 39 


+ o,ooo5856 


— o*" 19 


»7 


— 97, 91 


» + 0,0009399 


0^ 19 


37 


— 35, 83 


+ o,ooo9o85 


0, 19 



Reductio temporis ideo tantum adiecta est, Tt appareat, earn omnino insensibilem esse^ 

Deinde omnes longitudines tum planetae turn terrae reducendae stmt ad ae- 
quinoctium vemale medium pro aliqua epocha, pro qua adoptabimus initium anni 
i8o5j subducta itaque nutatione adhuc adiicienda est praecessio, quae pro tribus 
obseruationibus resp. est 11" 87, 10* 93, 8" 86, ita vt pro obseruatione prima addere 
oporteat — 3^66, pro secunda —-5" 98, pro tertia —6*74. 

Denique longitudines et latitudines lunonis ab aberratione fixamm piu'gan- 
dae sunt; sic per regulas notas inuenitur, a longitudinibus resp. subtrahi debere 
•19*19, 17*11, i4*89, latitudinibus vero addi o*53, i'i8, 1*76, per quam addi- 
tionem yalores absoluti diminutionem patientur^ quoniam latitudines australes tamr 
quam negatiuae spectantur. 
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l5l. 

Omnibus hisce redactionibus rite appllcatisi yera problematis data ka m 
habent: 
Obseruationum tempora ad raeridia- 



num Parisinum reducta 

lunonis longitudines a, a', a 

latitudines ^, ^, ^ 

longitudines terrae /, /', /*,...-<..... 
iogarithmi distantiarum 72, iZ', i2' 



Oct. 5,458644 

554° 44' Si" 60 

— 4^59 3i,o6 

lal 28 37,76 

9^9996826 



17,421885 
552*34' 22* 12 
— 6 21 55,07 
24 19 49, q5 
9>998o979 



Hinc calculi artt. i36, 187 nuraeros sequentes producunt 



196"* o' 8" 56 
18 23 59^20 

9,^991995 
232 6 26,44 

24i 5i i5, 22 

2 19 34, 00 

8,6o83885 



i9i'58' o''33 
32 1994,95 

9,7281105 
21 5 12 29,8s 
234 27 o^ gf^ 
7 i3 37^ 70 
950996915. 
8,7995259 
9>999i357 



• 37,393077 
55i^34'3o'qi 
— 7 17 50,95 
34 16 9,65 

9>996967» 

i9o^4i'4o'i7 
45 11 42, o5 



9,855363 1 
2^9 43 7, 47 
221 1357, 87 
4 55 46, 19 
8,934 i44o 



7^ 7^ 7 

cJ, S\ 8' 

logarithm! sinuum 

A'D, AD\ AD\ 

AD, A'jy, A'D'... 

I • 
*> ^> « ' 

Iogarithmi sinuum 

log sin ie. 

log cos i^' 

Porro secundum art i38 habemus 

logtang/9 8,9412494 n logtangjS* 9,1074080 n 

logsin(a*' — /') 9,7332391 n log sin (a — /').... ....9,6955181 n 

logcos(«'' — /') 9,9247904 log cos (a — /') 9,9393180 

Hinc 

log(tang^cDs(a'— O— tang /f cos («—/')) = log Tsin/ 8,57865i5 

log sin (g'' — a) irzlogTco^t 8,74 25191 n 

Hinc f = i45°32' 57^78, logT 8,8260683 

< + / = 557 5Q ^8, 11, logsinft4-/ ) :9,582644i n 

Denique 

log(tang/?8in(a'— i')~tang/?'sin(a — /'))r=logiS. .8,2o3.1Si9 n 

logTsinft-h/) :..... 8,4o86ii4 H 



vnde log tang (<J' — er) -9^7947195 

d' — (r = 3i° 56' 11*81, adeoque cr =:q*'25'i3''i2. 
Secundum art. i4o fit 

92 
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^*i3' — S' = 191^15' 18" 85 log sin... 9,2904552 n log cos... 9,9915661 jb 

-^J^' — S = 194 48 30,63 - - ...9,4075427 n " ^ ...9,9855301 n 

j4"D -^S" = 198 59 33, 17 - ^ ...9,5050667 n 

A'D — (^'+(7= 200 10 i4, 63 - - ...9,5375909 n - . 

AD^ — S = 191 19 8,27 - - ...9,2928554 n 

A' U — cJ'+<r= 189 17 46, 06 - - ...9,2082723 n 

Hinc sequitur 

log a 9,5494457, a = +0,3543592 ! 

log 6 9,8613533 i 

Formula i3 produceret log ( = 9,861 353 1, sed valorem illmu praeferimus, quoniiam 
siii(-^'i? — ^'+(r) maior est quam sia(-<^'Z>*'— <J' + cr). 
Porro fit per art i4i 

SlogiZ'sinJ' 9,1786252 

log 2 o,3oio3oo 

logsiner.t^ 7,8 295601 

__^ 7,3092153 adeoque logc =: 2,6907847. 

log 6 9,86i3533 

log cos (T 9,9999901 • 

h 
9,86i3632, vnde -^ =0.7267135. Hinc eruitur 

' cos Q 91 i 

£?=::; — i,3625o52, log e= 8,3929518. 

Denique per formulas art. i43 eruitur 

logx ....0,0913394 n 

\ogx 0,5418957 n 

logJJ o,486448o n 

log/ .0,1592352 n 

l52. 

Calculis praeliminaribus hoc modo absolutis, ad hypothesin primam transi- 
mus. Interuallum temporis (non correctum) inter obseniationem secundam et ter- 
tiam est dienmi 9,971192, inter primam et secundam 11,963241. Logarithmi ho- 
rum mimerorum sunt 0,9987471 et 1,0778489, ynde log ^ =9,2343285, log(?*= 1 

9,5i543o3. Statuemus itaque ad hypothesin primam 

x = logP = 0,079101 8 ' j 

y = log(2 =8,5477088 
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Hinc fit P = 1,1997804, P+a = 1,5541596^ P + d[=: — 0,16117248 ;• 

loge 8,5929518 n 

logiP + a) 0,1914909 

C.log(P+d!) 0,7885465 n 

log t ang 6> 9,5729881, v nde ci =;+i5''i6'5i'89, o+er =;+i3'*4o'5"oi. 

Iog'<2 8,5477588 

logc 2,6907847 

logsino... 9,56i2i47 

logQc sino} 0,5997582 

Aequationi Qcsino}siaz^=zsin(z — i5*4o'5''oi) paucis tentaminibus factis satisCeri^ 
inuenitur per valorem x: =: i4'' 55' 4' 90, vnde fit log sin jz = 9,4010744, log r 
5Ko,5a5i54o, Aequatio ilia praeter heme solutiouem trea alios admittit, puta 

r=: 157 27 59 

js = i95 4 18 
Tertiam reiicere oportef, quod sinjc negatiuus euadit; secundam, quod z maior 
fit quam cJ'^prima respondet approximaUoni ad orbitam terrae, de qua fci art 1 42 
loquuti sumus. 

Potto habemus seeundum art. i45 

It'sinS' 
log g 9,8648511 

log (P+a) 0,1914900 

Clog sin (z — (t) 0,6 105578 

— / / ■* 

nr 
log — - — , 0,6667029 

^ogP 0,0791018 

^ 77?^ ; 

Iog-^3— 0,5876011 



z+^'Z>-cy'=^+i99°47'i^5i=:2i4*22'6'4ij log sin = 9,7516756 n 
z+A'D'—S'^iz+iSS 5452,94=205 2957,84; log sin = 9,6005925 n 

Hinc fit logp = 9,9270755 /^, log/= 0,0226459 „, aedein log 9 = 0,2950977 „ 
log/ = o,258oo86/^, vnde prodit ' 

f = 205^1 7' 51*^22 - log r = 0,5500178 
^"=210 10 58,88 Iogr~o,52i28i9 
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Denique per art. i44 oblinemus 

i(u+u) = aoa*' iS'io'SS 
i(£^'— w) =-—3 i4 2,0a 
/ = 3 48 i4,66 



logamfi/'. 9,15118791 

log r 0,3300178 

Clog -^...9,3332971 



log sin 9/' 9,1318791 

logr' 0,5^12819 



Clog 



/ f 

nr 



n 



.9,4.123989 



log sin 2/! 8,7851940 

2/=r 5°29'46'o3 



log sin 2/^ 8,8555599 

2/* = 4^6'45"2& 
*Aggregatum ^if+sf^ hie a 2/^ tantummodo o^oi difiert. 

lam Tt tempora propter aberrationem Gorrig^nlnr, distantias (>, p\ ff per 
formulas art. i45 computare, ac dein per ipsas tempus 493'' vel 0^,005706 multi- 
plicare oporteL Ecce calculum 

logr o,33oo2 logr .....o,325i5 logr* 0,32128 

logsinC^/y—O-.-O^aSeoe logsinCJ'— -x}.....9,48384 logsinC-^'Z/— r;...9.6i384 

C . 1<^ sin (J...... o,5o o8o Clogsinrf' 0,27189 Clog sin <J^. o,i6464 

\og(f 0,06688 log(>' ..0,08086 logp* ^.: 0,09976 

log const ^7,75633 7,75653 ' 7,7r>6.T3 

log reductionis 7,82321 

reductio = o,oo6656 

Obacruationiuii tempora correcta 

I. Oct 5,451988 

n. i7,4i5oii 

IIL 27,385898 

Fiunt itaque logaritbmi quantitatum d, ff' correct! 9,2343i53 et9,5i 34225. Inci- 
piendo iam determinationem elementomm ex. f^ r\ r\ d prodit log 1^^ = 0,00022 85, 
perinde ex f^y r, /, 6^* fit log jy" =0,0003191. Hmic calcuhim in Libri primi 
Sect, in copiose explicatum hio apponere supersedemus. 
Tandem habemus per art i46 



7,85719 


. ^ 


' 7,856o9 


0/>b6874 




0.007179 


ioterualla 


logaritlmu 




ii**963o23 


1,0778409 




9,970887 


0,9987339 
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log^' 9,3i54223 

C.Iog^ 0,7656847 

log ;;,... 0,0002385 

C'ogyy'' 9^9996809 

log-P' 0,0790164 



2 logr o,65o268o 

Clog rr^. m9,5487O03 

logOef' 8,5477576 

C.logTjr/' 9^999*594% 

Clog cos/. 0,000202» 

C log cosy*' 0,0009579 

Clog cosf^ 0,0002797 



log<?' 8,5475981 

E prima itaque hypothesi resultat JC = — o,oooo854 , F"=: —0,0001 6o7,r 



155. 



In hypothesi ^ecunda ipsis P, Q eos ipsos valores tribuemus, quos m 
prima pro P', Q' iuuenimus. Statuemus itaque 
X'=:i logP = 0,0790164 
y= log Q = 8,5475981 
Quum calculus hie prorsus veodem modo tractandus sit, vt in hypotliesi 
prima, praecipua eius momenta hie apposuisse sufficiet: 



•i5°i5'58''i5 



i3 38 5i,25 



G) 

fl> + <r..-, 

log Qc sin (o 0,5989389 

■z i4 35 19,00 

logr 0,3259918 



log 
log 



nr 



n 



nr 



n 



.0,6675195 
.o,5885o29 



r ...210' 8' 24^^98 

logr 0,3507676 

logr'.... ^.0,5222280 

\{u'\'u) 2o5 22 i5^58 

h^u—u) —5 i4 4,79 

2/. 7 54 55,35r 

2/ 3 29 0,18 

2/' ,.... 4 5 53, 15J 



t 2o3 16 58, 16 

Reductiones temporum propter aterrationem denuo compntare operae haud 
pretium ^^^^\^ vix enim 1'' ab iis quas in hypothesi prima eruimus diflferunt. 

Calculi vlteriores praebent log ;^ =0^002270, log^" =o,ooo5i73, VTide 
jdeducitur 

log P'rr 0,0790167, X =+O,0O00005 

log Q'== 8,^4761 10, F = + 0,0000129 
Hinc patet, quanto adhuc magis exacta sit hypothesis secimdfa quam primer. 



Digitized by 



Google 



17^( 



IjiBR. II. Sect, I. 



i54. 
No quidquain desiderandum relinquatur, adhuc tertiam hypotheain 
extruemus , vbi nirsus valores ipsarum P', Q' in hypothesi secunda erutos tamquam 
valorcs ipsarum P, Q adoptabimus. Statuendo itaque 
X = logP = 0,0790167 
y =z logQ =z 8,5476110 
praecipua calculi momenta haec inueniuntuf : 



fl) i3S5'38"59 

o) + (r i5 38 5i, 5i 

log Qcsino 0,5989543 

z i4 53 19,50 

lojgr ..0,3259878 



log' 



nr 



n 



rir' 



.0,6675154 



log— 77- 0,5884987 



n 



i" 210' 8' 25" 65 

logr 0,5307640 

log/" 0,3222239 

i{u'+u) 2o5 22 i4, 57 

iiu'—u) — 3i4 4,78 

2/ 75453,75 

2/ 529 0,39 

2/' 4 5 53,34 



C 2o3i6 38,4i 

Omnes hi numeri ab iis quos hypothesis secunda suppeditauerat tani parum 
difFerunt, vt certo concludere liceat, hypothesin tertiam nulla ampllus correctiono 
indigere ^). Progredi itaque licet ad ipsam elementorum determinationem ex 2f\ r , 
/, & ^ quam hue transscribei-e supersedemus , quum iam supra art. 97 exempli 
loco in extenso allata sit. Nihil itaque superest, nisi vt positionem plani orbitae 
ad normam art. 149 cpmputemus, epochamque ad initium auni i8o5 transferamua. 
Calculus ille superstrueudus ^s\ numeris scquentibus: 

AU — lziz (9°55'5i'4i 

^(7 + '^) = 202 18 i5, 855 

i(y— i^)=:-.6 18 5,495 

vnde deriuamus 

i(gr + /^) = 196° 43' 14^62 , 
i(g—h) = — 4 37 24, 4i 



a 



= 6 33 22, o5 



*) Si calculus periudc vt iii liypotliesibus antecedentibus ad firiem perduceretnr, prodiret X^o, 
F« 4 0,oocxxx)3 , qui valor tamquam cuanescctis considerandus est, et yix supl'a iiiccrlitiidinei» 



figwrae decimali vlliniae semper iuhacrentem exsurgit. 
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Fit igitur h = 201^ 20' 39' o3 , adeoqnc SI = / — A = 1 71*" 7' 48' yS ; porro g = 
192*^ 5' 50" 21 , et proin, quum anomalia vera pra obseruatione prima in art. 97 
inuenta sit =010° 55' 29" 64, distantia perihelii a nodo ascendente in orbita 
= 24i** 10' 20" 57, longitudoque perihelii = 52** 18' 9" 3o; denique inclinatio orbitae 
= 1 3"* 6' 44" 10. — Si ad eundem calculum a loco tertio proficisci malumus^^ 
habemiis 

yrZ)' — r= 24° 18' 55" 25 

i(y" + u") = 196 24 54,98 

^(^y'^u'')=—5 43 li, 81 
Hiuc elicitur 

4(^"+A") = 2ii''24'32"45 

^Ig^'^H") =— 11 43 48, 48 

4 i = 6 53 22, o5 

atque liinc longitude nodi ascendentis rr: /" — A" = 171* 7' 48^^72 , longitudo perihelii 
= 52° 1 8' 9" 3o , inclinatio orbitae = 1 3° 6' 44" 1 o , prorsiis caedem vt ante. 

Interuallum temporis ab obseruatione vliima vsque ad initium anni i8o5 
est dierum 64, 6i4io2; cui respondet motus heliocentricus medius 53293" 66 
= i4"48' i3"66; liinc fit epocha anomaliae mediae pro initio anni i8o5 in meri- 
diano Parisino = 349° 3 i' 12" 38, atque epocha longitudinis mediae =4i°52'2i"68- 

i55. 

Quo clarius elucescat, quanta praecisione elemenfa inuenta gaudeant , locum 
> medium ex ipsis computabimus. Pro Oct. 1 7,4 1 Sou anomalia media inuenitur 
= 332° 28' 54" 77, hinc vera 3i5°i'25"o2 atque log r'=r 0,5259877 (vid. exempla 
artt i3, i4); ilia aequalis esse deberet anomaliae verae in obseruatione prima auctae 
angulo 2^*", vel anomaliae verae in obseruatione tertia dimiuutae angulo 2^, i. e^ 
= 5i5° i'22"98j logarithmus radii vectoris vero =0,3259878: differentiae pro ni-: 
hilo habendae sunt Si calculus pro obseruatione media vsque ad locum geocen- 
tricum continuatur, numeri resultant ab obseruatione paucis tantum minuti secundi 
partibus centesimis deuiantes (art 63), quales differentiae ab erroribus ineuitabili- 
bus e tabularum praecisione limitata oriundis quasi absorbentur. 

Ext raplum praecedens summa praecisione id^ tractauimus, vt appareat, 
quam facile per melJiodum nostram solulio quam accwratissima obtineri possit In 
ipsa praxi raro opus erit, hunc typum aeque anxie imitari: plerumque suffigiet, 
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aex figuras decimales vbique ^dhibei'e , ct in exemplo nostro eecunda iam hypotlie-* 
sis praecisionem haud miiiorein, primaque praecisionem abunde sufficieutenx suppe- 
ditauisset Haud ingratam fore lectoribus censemus coinparationem elementoruin ex 
hypothesi tertia erutorum cum iis, qu^e prodeunt, si hypothesis secunda vel adeo 
prima permde ad eundem scopum adhibitae fuissent. Haec tria elemeutorum syste- 
mata in schemate sequente exhibemus: 





<3X hypolhesi III 


ex hypothesi 11 


ex hypothesi I 


Epocha longit.-med. i8o5 


4i" 52' 21" 68 


4i°52'\8"4o 


43" 12' 37" 83 


Motus medius diurnus 


824^7989 


824'' 7983 


823"5o25 


Perihelium 


62 18 9j3o 


52 18 6,66 


53 4i 9,81 


V 


i4 12 1,87 


i4 11 59,94 


i4 24 27,49 


t#ogar. sem'iaxis maioris 


0,4224589 


0,4224392 


0,4228944 


Nodus ascendens 


111 7 48,73 


171 7 49,15 


171 5 48,86 


Inclinatio orbitae 


j5 6 44,10 


i3 6 45,12 


i3 2 37, 5o 



Computando locum heliocentricum in orbita pro obseruatione media per s©- 
cundum elementorum systema, inuenitur error logarilhmi radii Tectoris = o, error 
longitudinis in orbita = o"o3 ; computando vero istum locum per systema ex hypo- 
thesi prima deriuatum prodit error logarithmi radii vectoris := 0,0000002 , erxor 
longitudinis in orbita = i"3i. Continuando vero calculum vsque ad locum gcocen- 
iricum inuenitur 





ex liypothesi 11 - 


ex JiypotJicsi I 


longitudo geocentrica 

error 

lalitudo geocentrica 

error 


352° 34' 22" 26 

0, i4 

j6 21 55,06 

0,01 


552^34' 19" 97 

2, l5 

6 21 54,47 
0,60 
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l56. 
Exemplum secundum a Pallade sumemus, cuius obseruationes sequentes 
Mediolani factas e Comm^rcio literario clar. de Zach., Vol. XIV. pag. 90 excer- 
pimu3. 



Tempas medium Mediol» 


Asc. tecta app. 


Decliii. app. 


i8o5 Nov. 5 i4* i4' 4* 


78'' 20' 37*8 


27^* 16' 56' 7 Austr. 


Dec. 6 11 5i 27 


73 8 48,8 


32 52 44,3 


1806 Jan. i5 8 5o 56 


67 i4 11, 1 


28 38 8,1 



Loco eclipticae hie aequatorem tamquam planum fundamentale accipiemu^^ 
calcu'oque ita defungemur, ac si orbita penilus adhuc .incognita esset Primo e 
tabulis Solis pro temporibus propositis sequentia petimus: 





longitude Solis ab 
aeqiiin. med. 


distantia a terra 


latitude 
Solis 


Nov. 5 
Dec. 6 
Jan. i5 


' 223^ l4' 7*61 
254 28 42,59 
295 5 47, 62 


0,9804511 
0, 9846753 
0, 98381 53 


+ o' 59 

+ 0, 13 

— 0, 19 



Longitudines Solis, adiectis praecessionibus + 7^59, +3'' 36, -—2'' 11 ad 
initium anni 1806 reducimus, ac dein, adhibita obliquitate media 23** 27' 55" 55 
latitndinumque ratione rite habita, ascensiones rectas et declinationes inde deduci* 
mus. Ita inuenimus 





asconsio recta Solis 


dcclinatio Soils 


Not. 5 
Dec. 6 
Jan. 1 5 


330' 46' 44*65 
353 9 33,36 

397 3 5l, 11 


i5° 49' 43*94 Austr. 
33 33 39,45 
31 8 13,98 



Hae positiones ad centrum lerrae referuntur, adeoque parallaxi adiecta ad 
locum obseruationis reducendae sunt, quum positiones planetae a parallaxi purgare 
non liceat. Rectascensiones ipsius zenith in hoc calculo adhibendae cum rectascen- 
sionibus planetae conueniunt (quoniam obseruationes in ipso meridiano sunt insti- 
tutae), declinatio vero ybique erit altitudo poli =45^28'. Hinc eruuntur numeri 
lequentes : 

93 
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Asc. recta tcirac 


dcclinatio terrac 


log. dist. a Sole 


Nov. 5 
Dec. 6 
Ian. i5 


4o°46'48"5i 

75 9 25, 26 

117 2 46, 09 


15*49' 48" 59 Bor. 
22 55 42,85 
21 817,29 


9,9933575 
9*9955099 
9,9929259 



Loca obseruata Palladis a nutatione et aberratione fixarum liberanda, ac 
dein adiecta pruecessione ad initium anni 1806 rediicenda sunt Hisce titulis se- 
quentes correctiones positionibus obseruatis appKcare oportebit: 





obseruatio I 


obseruatio II 


obseruatio III 


Asc. R. 


decl. 


asc. r. 


decl. 


asc r. 


decl. 


Nutatio 

Aberratio 

Praecessio 


12" 86 

— 18, i3 

+ 5,45 


5" 08 

9,89 
+ 0,62 


— l5"68 
21, 5l 

+ 3,55 


— 5,42 

— 1,63 
+ 0,39 


— i5"o6 

r 1 5^ 60 

— 1, 5i 


5" 75 

+ 9y 76 
— 0, 33 


Summa 


— 25,56 


— 12,35 


— 52, 64 


4,66 


— 50,17 


+ 5,68 



Hinc prodeunt positiones se^iientes Palladis, calculo substruendae: 



T. m. Parisinnm 


asc. recta 


dcclinatio 


Nov. 5,574074 
36/t75o55 
76,349444 


78^20' 12" 24 
73 8 16,16 ' 
67 1 3 4o, g3 


— a7°i7' 9"o5 

— 33 52 48,96 

— 28 58 2, 42 



157. 

Prime nunc situm circulorum maximorum a locis heliocentricis terrae ad 
locos geocentricos planetae ductorum determinabimus. Intersectionibus horum cir- 
culorum cum aequatore, aut si mauis illorum nodis ascendentibus , characteres 
?(, 71', V adscriptos concipimus, distantiasque pimctorum B ^ B\ B" ab his pun-' 
ctis per A, A', A" designamus. In maiori operationum parte pro Ay A\ A" iam 
^'i/^'i ^\ et pro (J, S\ S" iam A, A', A" substituere oportebit j vbi yero Ay 
A\ A" y Sy S\ S" retinerc^ oporteat, lector attentus vel nobis non monentibus fa- 
cile intelliget. » 
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Calculo facto iam inuenimus 






Ascens. recta punctorum 






* 


^^iC^C' 


a33»54'57".io 


355° 8'67''oi 


276^40' 35" 8t 


y, /, / 


5i 17 i5, 74 


90 1 3, 19 


151 59 58, o3 


A, A', A" 


3i5 58 49,27 


312 5a 48, 96 


320 g 12, g6 


S, S', S" 


56 36 54, 19 


55 26 5i, 79 


69 10 57,84 


XD, Hjy, %D" 


25 54 52, i3 


3o 18 3, 25 


99 8 45, 59 


XD, TD\ H'DZ 


33 3 26, 55 


3i 59 31, i4 


29 20 6, 91 




47 1 64, 69 


- 89 34 57, 17 


42 55 4i, 17 


logaritlmu sinuum 


9,8645525 


9>9999885 


9,8301910 


log sin i e 




9,8478971 




log cos i e 




9,85io6i4 





In calculo art. i58 pro /' ascensio recta puncti 2(' adhibebitur. Sic inuenitur 

log Tsin t 8,4868256 n 

logTcost 9,2848i62 n 

Hinc /= 189** 2' 48^^85, log T= 9,2902527; porro / + /= 279* 5' 52^^02, 

logiS. 9,oiio566 n 

log Tsin (t+y ) 9,2847960 n 

Tnde A'— (T = 208" i'55"64, atque <r= 4" 5o'55"52. 

In formulis art i4o pro a, 6 et — ipsos sin^, sin (J', sin^" relhierc opor- 
tet, et perinde in formulis art i42. Ad hos calculos habemus 

2t'/y — A" = 171' 5o' 8"i8 logsin. 9,i5255o6 logcos QyQQ^^jSg n 

'iuy —A = 174 19 15,98 8,9954722 9,997862972 

yz) — A'' = 172 54 15,59 9,0917972 

%'D — A'+(r=: 175 52 56,49 8,856i52o 

5CD" — A = 173 954,05 9,0755844 

^'^^ — A'+(r= 174 18 11,27 8,9967978 

Hinc ejicimus 

logx = o,92ii85o, Iog>l =0,0812057 n 

logx'' = 0,8112762, log/' = 0,0519691 n 

log a = 0,1099088, a= + 1,2879790 

log 6 = o,i8io4o4 

log— = 0,071 i5i 4, vnde fit log 6 = o,i8io4o2. Inter hos duos valorcs 
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tantum nou aequales medium log& =o,i8io4o5 adoptabimus. Denique prodit 
logc = i,o45o2g5 
d = + 0,4489906 
loge = 9,2102894 

quo pacto calculi praeliminares absoluti sunt. 

Temporis intrruallum inter obseruationem «ecundam et tertiam est dieinim 
59,874409, inter primam et secundam dierum 50,900961 : hinc fit log ^= 9,8362767 
log ^'=9,7255555. Statuimus itaque ad hypothesin primam 
X = logP = 9,8892776 
y — logQ = 9,5618290 

Praecipua dein calculi momenta haec prodeunt: 
o + (T = 20° 8' 46" 72 
log Qc sin i» = 0,0282028 

HInc fit valor verus'ipsius ^ = 21** ii'24''5o, atque log r' =r 0,5509379. Tresrdi- 
qui Yalores ipsius z aequationi IV art i4i satislacientes in hoc casu fiunt 

'z = 63°4i'i2' 

z = 101 12 58 * 

z = 199 24 7 

e quibus primus taraquam approximatio ad orbifam tcn'6sti'em spectandus esty cuius 
quidem aberratio , propter nimiura temporis interuallum , longe hie maior est , quam 
in exemplo praecedentc. — E calculo Ylteriori sequ elites numeri resultant; 
f..... 195° 12' 2" 48 

r... ^96 57 50,78 

log r 0,364702a 

log/ 0,5555768 

i(u+u) 266 47 50,47 

5(^^—1^)...— 4559 5,55 

sf 22 52 4o, 86 

a/ i3 541,17 

af... /k...9 27 o,o5 

Difierentiam inter a/' et 2/4.2/^, quae hie est o^Se, inter 2/ et 2/'' ita dispcr- 
tiemur^ rt statuamus 2/= i5° 5' 4o" 96 , 2/^ = g" 26' 69" 90. 
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Corrigenda lam sunt tempora propter aberrationem , vbi informulis art i45 
statuendum est ^Z^ — J = 2CD'— A + <J— f, ^"Z)'— ^ = XZ)'— A' + <J"—r- 
Haberaus itaque 

logr 0,56470 log/ 0,55094 logr" 0,53557 

log sin (^Z)'—^)... 9,76462 log(J'^r) 9,75o38 log8in(j4"D'^^')....QyS^220 

Clog sin S. 0,07918 Clog sin J' o,o845i C.logsinJ" 0,02952 

log const ........7,75635 log const 7,75655 log const ...7,75653 



7,96483 


7>94i9b 


7,9654a 


Reductio temporis 0,00922a 


0,008749 


0,00919a 


Hinc prodeunt 






tempora correcta 


interualla 


logaritlimi 




NoY. 5,564852 
56,466286 
76,540252 


50,901 454 
59,875966 


1,4899785 
1,6006894 





vnde dcriuantur logaritlnni correcti quantitatum d, 6" resp. 9,8562708 atque 9,7255599. 
Incipiendo dein calculum elementorum ex r, r", 2/, ^, prodit log i; = 0,0051921^ 
«icuti ex r, /, 2/*, 6^ obtinemus log 7" =0,0017500. Hinc colligitur logP^ 
= 9,8907512, log Q' =9,57 12864 J adeoque 

X = +0,0014756, r= + 0,0094574 

Praedipua momenta hypothesis secundae^ in qua statuimus 
ar = logP = 9,8907512, 
y ;= logQ = ^,5712864 
liaec sunt: 

6?+(r 2o°8'o''87 

logQc sina> 0^0575071 

z 21 12 6, 09 

logr' 0,5507110 

t ^95 16 59,90 

^",„ 196 52 4o,65 

logr o,563o642 

logr" 0,5569708 

i(//+w) 267 610,75 

\^u — w).... — 4359 4,00 



Digitized by 



Google 



l83 



LiBR. II. Sect. L 



2f 29^ 5a' 8" 69 

2/ i3 1 54,65 

2/" 9 5oi4,38 

Differentia o" 54 inter a/' et 2/+ 2/", ita distribuenda c$t, vt statuatur 2/= i5* i'54'45, 
2/' =9^3o'i4"24. 

Si operae pretium videtur, correctiones temporum hie denuo computare, in- 
Yenieturpro obseruatione pnma 0,009169^ pro secunda 0,008742, pro tertia 0,009256, 
adeoque tempora correcta Nov. 5,5649o5, Nov. 36,466293, Not. 76,340280. Hinc fit 
^logO ....9,8562703 

log 6" 9,7255594 

log Tj... o,oo5i 790 

log Tf" 0,00 1 7 4 1 3 

logP'..: 9,8907268 

logQ'.. 9,5710593 

Hoc itaque modo ex hypotliesi secunda resultat 

X = — 0,0000244, Y = — 0,0002271 
Denique in hypotliesi tertia^ in qua statuimua 

x= logP =9,8907268 

y= logQ =9,5710593 * 

praecipua calculi momenta ita se habent 

G) + (T 20 8 1 62 

log Qc sin 6> 0,0370857 

z 21 12 4, 60 

log r 0,5507 191 

^ 1951654,08 

f" 1965244,45 



logr' ::..;... 0,5369535 

i(u+u) 267 555,09 

i(u'^u)... — 4359 4,19 

2/^ 22 32 7,67 

2jr. i5 1 57,42 

a/* 9 3o 10, 65 



logr....* 0,3650960 

Differentia o"58 hie ita distribuetur , vt statuatur 2/=: i5^i'57''20, 2/'=9*'5o'io'47 *). 

Quum differentiae omnium horum numerorum ab iis, quos hypothesis se- 
cunda suppeditauerat, leuissimae sint, tuto iam concludere licebit, hjrpothesin ter^ 

^ ' ■ ' ' ' I ■ ■ Ml 

*) Haecce differentia maiiiscula, in omnibusqne hjpothesibus tantnm non aequalis, ad maxi- 
mam partem in do orta est, quod ff duabus fere partibus c#ntesimis minuti secundi iiisto minor, 
logaritlimusqae ipsios b aliquot vnitatibus iusto maior erutus erat. 
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tiam nulla amplius correctione opus habituram, adeoque liypothesin nouam super- 
fluam esse. Quocirca nunc ad calculum dementorum ex s/', ff^ /•, r progredi li- 
cebit : qui quum operationibus supra amplissime iam explicatis contineattu', elementa 
ipsa inde resultanlia^ in eorum gratiam, qui proprio marte eum cxsequi cupient, 
hie /ipposuisse sufficiet: 

Ascensio recta nodi ascendentis in aequatore i58**4o'58''93 

Inclinatio orbitae ad aequatorem .11 42 49, i3 

Distantia perihelii a nodo illo ascendente 523 i4 66,92 

Anomalia media pro epocha 1806 335 4 i3 o5 

Motus medius (sidereus) diumus 77o"266a 

(p • 1^ 9 3,91 

Logarithmus semiaxis maioris.. o,4422458 

i58. 

Duo exempla praecedentia occasionem nondum suppeditauerunt , methodum 
art 120 in vsum vocandi: hypotheses enim successiuae tarn rapide conuergebant^ 
Vt iam in secunda subsistere licuisset, tertiaque a veritate vix sensibiliter aberraret. 
Reuera hocce oonxraodo semper fruemur, quartaque hypolhesi supersedere poteri- 
niiis, quoties motus heKocentricus modicus eat, tresque radii vectores non nlmis^ 
inaequales sunt, praesertim si insuper temporum interualla parum inter se discre— . 
pant. Quanto magis autem problematis conditiones hinc recedunt, tanto fortius va-?. 
lores primi suppositi quanlitatum P, Q a veris different, tantoque lentius. valores 
sequentes ad yeros conuergent. In tali itaque casu tres quidem primae hypotheses 
ita absoluendae sunt,, vti duo exempla praecedentia monstrant (ea sola differentia, 
quod in hypothesi tertia non elementa ipsa, sed, periiide vt in hypotliesi prima et 
secunda, quantitates y, tf", P', Q', X, Y computare oportet): dein vero liaud am- 
phus valores postremi ipsarum P', Q' tamquam valores noui quantitatimi P, Q in 
hypothesi quarta accipientur, sed hi per methodum ai't. 120 6 combinatione trium 
primarum hypothesium eruentur. Rarissime tunc opus erit, ad hypotliesin quintam 
secundum praecepta art 121 progredi. — • Iam hos quoque calculos exemplo iJlu- 
strabimus, ex quo simul elucebit, quam late methodus nostra pateat.. 

159. 
Ad exemplum iertium obseruationes Sequentes Cereris eh'ginius, quarum 
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prima Biemae a clai\ OlLers, secmida Gotliiigae a clan Harding, lertia LilienLhulli 
a ciar, Bessel insLiluta eat ^ -^ » 



Tfmpus iiK.MljurH loci 


Asc, recta 


Decliu. boreal. 


obstrttatiujib 






i8o5 SepL 5. i5^' S' 54" 


95^ 59' ao 


22^ 21' 25' 


i8o6 Jan. 17* 10. 58. 5i 


loi 18 40jG 1 


3o 21 2 2^3 


180G Mali 23. 10. 23, 55 


121 56 7 


28 2 45 



Quiun mctliodi, per qtias parallaxis ct aberrationis ralionem habere lice!, 
si dlslanliac a terra taniqiiam omniiio iiicogiiitae spectantiir, per duo esempla prae- 
ccdeiitia abundc iani illiislratae siiit: superlbiac laboris augmeiUalioiu in hoc tertio 
exemplo rcnunciabimiiSj distaiitiasque approximatas e Commercio liUerario clar* d© 
Zach (VoL XJ p, 284) eum in linem excerpcmus, rt obsemaliones ab efTecfu par^ 
allaxis et aberrationis purgtntur* Has distaiitias yna cum rcducliouibus inde deri- 
Tatis tabula sequens exhibet: 
Distaiilia Cereris a terra 
Tern pus, intra quod lumen ad terrain descend it 
Temp us obscrnationis reductum 
Tempui* sitlereum in gradibus 
PanUlaxis ascensionis rectao ». 

Parallaxis decliiialionis 
^ Problematis itaque data, postqnam a parallaxi et aberralione Uberata, tern- 

poraque ad meridianum Parisinmn redncta sunt, ita se habent: 



2, Sjifl 


i,G38 


2,964 


a3''t9" 


i5' 98" 


34' a I- 


12" 45' 5" 


10" 45' 2.r 


9" 59' 33- 


555° 55' 


97" 59' ' 


210° 4i' 


t ** 

+ t 90 


+ D''2a 


— i"97 


— 2,08 


— 1,90 


— 2, o4 





- 








Asc. recta 


Di^cHnatio 


i8o5. 


Sept. 


5. 


12" 19' 


i4^ 


gS** 69' 23" lo 


22** 31' 37" 08 


1806. 


Jan. 


17 


ID l5 


2 


101 j8 40,58 


3o 21 2 4, 90 


iSutJ. 


Moil 


a3 


9 53 


18 


121 56 8,97 


28"* 2 47,0^1 



Ex Ills ascensionibus rectis et detlmatiouibus deductae sunt longitu dines 
et lalitudinea adliibifa obliquitate edipticae oS** 27' 55^*90^ aS* 27' S-i^Sg, 2S® 27' 
55" 27; dein longitucbnes a nutatione purgatae sunt, quae resp- fiiit+i7''3i| 
+ 17" 88, +18*00, posteaquc ad iniiium anni 1806 reductae, applicata praeces* 
sione + i5''r|8, — ^"^^j — i9*'68, Denique pro tempuribus reductis e tabuUs 
eicei-pta sunt loca Soljs, vbi in longitudinibiis nutatio praetermiasa ^ contra prac- 
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cessio peiinde yf longitudinibus Cerem adiecta est Latitudo Soils omnino neglecta« 
Hoc modo numeri sequentes in calculo adhibendi resultauerunt: 



Tempus i8o5. Sept 
ay a y a 

fi, /?', ^ 

log/?, logil', logiT 



5, 5 1 356 

95«53'i8'56 

— o Sg 34, o6 

343 54.56,00 

o, oo3i5i4 



139,43711 

99' 49' 5% 87 
+ 716 56, 80. 

117 13 43, 35 

9, 9939861 



365,39815 
ii8' 5' 38" 85 
+ 7 38 49,39 
34i 58 5o, 7> 

0,0056974 



lam calculi praelimioares inartt i36— i4o explifeati sequentia suppeditant : 



358" 55' 38' 09 
113 37 9,66 

i5 33 4i,4o 
i38 45 4,60 

$g 18 8,31 



i56°5s'ii"49 

18 48 3g, 81 

353 43 19,14 



6 36 4i, 10 
170 33 59,08 



i70»48'44*79 
133 32 52, i3 
i36 3 33,58 

5 57,00 

6 35,35 



558 
i56 



jfD, Ajy, AD' 

jfD, j'ly, Ajy 

€9 € , € 

£r = 8^53'4'o5 

log a = 0,1840193 /I a = -*- 1,5^76340 

log b == o,oo4og87 

log c = 9,0066755 

d =117,50873 

log 6 = 0,8568244 

Iogx= 0,1611019 

logx = 9,977o8i9'» 

log ^=9,9 164090 71 

log/sr 9,7390197 n 

IntemaUum temporis inter obseruationem primam et secuudaui est dieriun 
133,91375, inter secundam et tertiam 195,97109: hinc fit log tf =9,535852o, 

logd' = o,3694o66, log -j- = o,o965546, log 66^ = 0,6982586. lam praecipua 

momenta hypotbesium trium primanun deinceps formatartun in conspectu sequenti 
ezhibemus: 



IogP = * 
» + (r 



0,0965546 
0,6989586 
7*^i5'i3'593 



n 



0,0956968 

0,7^901 go 
7^1 4' 47* 139 



m 



o, 0956975 
o, 748io55 
7^ li' 45* 071 

94 
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log Qc sin 

z 

log/ 

logr 
log/ 

i{u" — u) 

^r 

log 7 

log 7* 

logP' 

logQ' 

X 

Y 



i,i54665on 

f 3'59"oi8 
0,4114726 
i6o 10 46, 74 
263 6 i,o3 
o,4523g34 
0,4094719 
262 55 23, 22 
273 28 5o, 95 
62 34 28, 4o 
3i 8 3o, o3 
3i 25 58, 45 
0^0202496 
0,0211074 
0,0256968 

o>7390i9^ 

— 0,0008578 

+ o,o4o76o4 



1,1975925/2 
7" 2' 32'' 870 
0,4129371 
16020 7,82 
262 12 18, 26. 
0^4291773 
0,4071975 
262 57 6, 83 
273 29 i5, 06 
62 49 56, 5o 
3i i5 59, 09 
3i 33 57, 32 
o,02o3i58 . 
0,0212429 
0,0256275 
o,748ao55 
— 0,0000693 



1,2066327/2 
f 2' 16^900 
0,4 132107 
160 22 9, 42- 
262 i4 19,49 
o, 4284841 
o, 4064697 
262 57 3i, 1/ 
273 39 19,56 
62 53 57,06 
5i 18 i3,83 
3i 35 43, 3a 
0,0203494 
0,0212751 
0,0256289 
0,7502337 
+ 0,000001 4 
+ 0,0021282 



+ 0,0090865 
lam designando tres valorea ipsius X per ^, A\ ^"j tres valores ipsius T 

per i5, B\ B" \ quotientes e diuisione quantitalum A'B" — A'B ^ A'B Aff 

AB'—A'B per eorundem aggregatum ortas resp. per *, h\ h\ ita vt habeatur 
i+*'+F = i, denique valores ipsorum logP' et logQ' in hypothesi tertia per M 
ct N (qui forent valores noui ipsanim a^, y, si liypothesin quartam perinde e tertia 
deriuare conueniret, vt tertia e secunda deriuata fuerat): e fornmlis art 120 facile 
coUigitur, valorem correctum ipsius x fieri =^ — f:(-^'+^*) — ifji' valorem- 
que correctum ipsius y=JV — * (£'+5") — Hfff". Calculo facto prior, eruitur 
= o,o25635i, posterior =0,7509143. Hisce valoribus correctis iam hypothesin. 
quariam superstniimus, cuius praedpua momenta haec sunt; 



i» + <r 7*^14' 45" 247 

log Qc sin <ci 1,2094284 n 

jK... -..7 2 12,736 

logr 0,4132817 

f. 160 22 46, 38 

f" 26216 5,90 

log r • . 0,4282792 



log/ ....o,4o62o55 

4(tt" + w) 262*57' 38" 78 

^{ti — tt)......273 29 20, 75 

^^f .....62 55 16, 64 

^/•V 3i 19 1,49 

2/* 3i 36 i5,2o 
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Inter ^f et 3/*+ 9/* differentia o*o5 emergit, quam ita distribuemus , vt 
statuamus ^/szrSi® 19' 1' 47, a/'^zSi^'SG' iS" 17. Quodsi iam e duobus locis ex- 
tremis elementa ipsa determinanturi sequentes numeri resultant: 

Anomalia vera pro loco primo • ...289* 7'39''75 

Anomalia vera pro loco tertio 35a a 56,59 

Anomalia media pro loco primO ....397 4 1 35, 65 

Ahonialia media pro loco tertio 353 i5 33,49 

Motus ifiedius diumus sidereus ^ • 769,6755 

Anomalia media pro initio anni 1806 ....3aa 35 5a, 5i 

Angulus 9>....* ...• 4 37-67 78 

Logarithmiis semiaxis maioris o,44a466i 

Computando ex hisce elementis locum heliocentricum pro tempore obserua- 
tionis mediae, inuenitur anomalia media 3a6^ i9'a6'' 7a, logarithmus radii yectoris 
o,4i3a8a5, anomalia vera Sao** 43' 54' 87 : haecce distare deberet ab anomalia vera 
pro loco primo differentia a/", sine ab anomalia vera pro loco tertio differentia ayj 
adeoque fieri deberet =330" 43' 54* 9a , siouti logaritbmus radii yectoris =:o,4i5a8i7 : 
differentia o^oS ia ^pmi^li^ vera^ octo^ue vxptatun^ ip isto logarilhmp nuUius mo- 
ment! censenda est, 

Si hypothesis quarta eodem modo ad finem perduceretur^ vt tres praece- 
dentes, prodiret X=:o, K= — 0,0000168, vnde valores correcti ipsanun at, ^ hi 
coUigerentur 

:c= log P = o,oa 5633 1 (idem vt in hypothesi quarta) 
y = log Q = 0,7508917 
QuibuB valoribus si hypothesis quinta superstrueretur, solutio vlti^nam quam tabu- 
lae permittunt praedsionem nanciscerefur: sed elementa hinc resultantia vix sensi- 
biliter ab iis discreparent, quae hypothesis quarta suggessit 

Vt elementa completa habeantur, nihil iam superest, nisi vt situs plani or- 
bitae computetur. Ad normam praeceptorum art i43 hie prodit 

e loco primo e loco tertio 

g .....354^ 9' 44^33 g.... 5f 5' 0^91 

h 361 56 6 94 A*... .161 o 1,61 

i 10 57 33,03 .•. 10 57 33,00 

a... , ,.. 80 68 49,06 ,.... 80 58 49,10 
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distanda periheBi a nodo ascendente... 65 9 4,47....; 65 d iySa 

longitudo perihelii. .^. i46 ,0 53,55 i46 o 53,63 

Sumto itaque media «tatuetur i= 10*^37' 33* 01, ft = 80° 58' 49" 08 , longitudo peri- 
helii =:i46V53''57. Denique longitudo media pro initio anni 1806 erit =io8'^56'46''o8. 

160. 
In expositione methodi, cui disquisitiones praecedentes dicatae fuerunt, in 
quosdam casus speciales incidimus, vbi applicationem non patitur, saltern non in 
forma ea, in qua a nobis exhibitaest Hunc defectum locum habere vidimus primo, 
quoties aliquis trium locorum geocentricorum vel cum loco respondente heliocentrico 
terrae, Tel cum puncto opposite coincidit (casus posterior manifesto tunc tantum 
occmrere potest, vbi corpus coeleste inter Solem et terram transiit): 

secundop quoties locus geocentricus primus corporis coelestis cum tertio coincidit: 

iertioj quoties omnes tres loci geocentrici vna cum loco heliocentrico terrae secundo 
in eodem ciroulo maximo siti sunt. 

In casu primo situs alicuius circulonim maximorum j4B , A^B\ A'*B*' indeter- 
minatus manebit, in secundo atque tertio situs puncti B^. In hisce itaque casibus 
methodi supra expositae, per quas, si quantitates P, Q tamquam cognitae spectan- 
tur, e locis geocentricis heliocentricos determinare docuimus, vim suam perdunt:. 
attamen discrimen essentiale hie notandum ^^\.^ scilicet in casu primo hie defectus 
soli methodo attribuendus erit, in casu secundo et tertio autem ipsius problematis 
naturae; in casu primo itaquQ ista determinatio vtique effici poterit, si modo me- 
thodus apte varietur, in secundo et tertio autem absolute impossibilis erit, locique 
heliocentrici indeterminati manebunt. Hand pigebit, hasce relationes paucis euol- 
vere : omnia vero , quae ad hoc argumentum pertinent cxhaurire eo minus e re es- 
set, quod in omnibus his casibus specialibus orbitae determinatio exacta impossibi- 
lis est, vbi a leuissimis obseruationum erroribus enormiter aflSceretur. Idem defe- 
ctus etianmum valebit, quoties obseruationes hand quidem exacte, attamen proxime 
ad aliquem honim casuum referuntur: quamobrem in eligendis obseruationibus hue 
respiciendimi, probeque cauendum est, ne adhibeatur vllus locus, vbi corpus coe- 
leste simul in viciniis nodi atque oppositionis vel co];uuiictionis vcr^atiw , nequ« ob- 
seruationes tales ^ vbi corpus coeleste in vltima ad eundem locum ^eocentcicum pro- 
xime rediit, quern in prima occupauerat, neque demum tales, vbi circulus maxi- 
mus a loco heliocentrico terrae medio ad locum gepc^ntricum medium corporis coe^' 
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lestis ductus angulum acutissimum cum directione motus geocentrici format, atqne 
locum primum et tertium quasi stringit. 

161, 

Casus primi tres subdiuisiones faciemus. 

I. Si puncitim 5 turn ^1 vel cum puncto opposilo eolncidit, erit 0^0 vel 
&=i8a J y, e', h atque puncta D\ />" indetcrmmata erunt; contra y j y^ a atqu© 
poncta /?j B* dcterminatnj piiiictum C necessano coincidet cum j4^ Vev ratioci-* 
Ilia, lis, quae in art. i4o tradita simt, aiialoga, facile eliciehir acqualio haeccc: 



sin 



{z — ij) R'sinS' sm{yrD~S') 



sinz IV sin (I' sin {^I'D — o' -^fj) 

Omnia itaqne^ quae in artt. i4ij i4f3 exposita sunt, etiam hue Iransfcrrc licelnt, 

si mpdo slatualur «:=Oj atquc b per ipaaui aeqnationem 13 art. i4d determinctur, 

* ^ ft 

, nr nr 

qnantitatesque r, r, , ;r^ permde vt supra computiibuntur, lum simulac ^ 

adeoque situs puncti C innofuit^ assignare ILcehit situm circuli ma\imi CC\ huins 
intersectionem cum circulo maximo yl*£^ L e» punetum C, et proin arcus CC, 

OC*, C'C siue 9/*\ 3/^, ^fi hinc denique habebitur r= — - — ■• — : — jr^ 

nr sin 9/ 
n sm ay 
U* Ad casiim eomj yhi punetum Z?* cum ^* Tel cum pnncfo opposilo 
eoineidit, omnia quae modo tradidimus transferre Beet, si modo omnia, quae ad 
locum primum spectant, cum iis , quae ad tartium refcruotur, permutantur, 

in, PauUo aliteJT vero casum cum tractare oportct, vbi B' vel cum j^' vol 
oimi puncto upposito eoineidit Hie piiarfum C' cumyi' coincidet; y', e^ / pun- 
ctaque D^ /)', /i* indeterminata crunt: contra assignari poterit iulorsecUn circuU 
maximi MM*' cum ecliptica *), cuius longitudo ponatur =/'+^. Per ratiocinia, 
iis, quae in art i4o euoluta sunt, ainiilia^ eruetur aequatio 

R BXnS s in UVB' — t?'') , sin^ r ^ 

**-'' i2*"^S^sin(^J5^^r + '''^^yr^ 
Designemus coeffirieiitem ipsius «, qui conuenit cum a art- i4o, per eundem clia- 
ractcrcm a, cocflirientemque ipsius nr' per ^: ipsum o liic etiam per formulam 

*) GeneraJiuB, cum circulo majtimo AA^x tt^d Inreititatta CftQiM #mii t0ntuiiijno4o cttsom Itic 
'eonsidd'ttmiitj vbi ctliptica taui^uajzi plfuitun fViudjuncriralo ucdpiiur^ ^ 
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HsiniV + fr — l) ^ , ,, 

€1 := ^ ~/l'-'^\.(f > ' \' dctermiaare licet, Habemus ilaque o ^ an-\'^itr^n ^ 

qua aequatione cum his combinata P =^ — — , Q=2( ^ — — i Jr'', cmergit 

rndo distantiam / elicere poterimus, siquidem non fuerit z=q^ in quo casu ni- 
hil aliud illinc sequerelur, niai P =^ — a. Cetenim etiuinsi non fuerit /? = o (vbi 
ad casum tertium in art sequ, consideranduni delabcremur), tamen semper /3 ijuaii- 
titas perexigiia erit, adeoque P paium a — a difltrre debebil: hinc vero manife^ 

slum est, delcrmjnationem coefficienlis „- - — Talde lubricam fieri , nequcadcor 

ylla praccisione dcterminabiiem esse- 

, , ,. wV P + rt nr P+a 

Porro liabebmuis — ;— = — — ^ , — -ir-rr — —^B — - dein dmili modo 

« p /# pi 

Tt in art. i i5 facile euoluentur aequatianea 

f f .It 
. ^ H r sin y 

' n sin £ ^ ' 

• ■ ^^ "'^' g^ny . .., ,^ 

r sm 4 = — — -i — » — ^ — 7- sm (/ — /) 

r sin (C— ^-/DO = rP -^^^^ sin (r — ^'Z>') 

c quarum rombinatione cum aequatt. VIII ct IX art i47j quaoUtate* r, f , r', {* 
determinare Ucebit* ColcuJi opcratioaes reliquae cum supra descriptis canuenieut- 

in casu secrmdoj vbi JJ* cum B coincidit, etiain jD' cum iisdem vel cum 
puncto opposilo coincidet. Erunt itaque -rf^' — eJct^/^Z)' — S" vel =:o vel = i8n°: 
tflde ex aequationibus art. i46 deriuamus 



— sin^ * sm{z + J'D — S') 



n 
// r sm e i? sm <r 



n -^ sin e* ' sin {z + A'D**^S^ 

R&mSsine 5in{z^^'D'' — S') =^ PiZ^sincJ^sin^sin (z + j^'D — S') 

Hinc manifestiim est^ r, independenter a Q, per solam P delermiiiabilem esse 

(nisi forte fuerit ^'2>" = -rf'ZJ vel ^^''i? Jh 180^, vbi ad casum tertium dekbere- 

mur): inuenta autem z^ iuuotescet etiam r\ et proin adiumento talorum quantita' 
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turn , — «r- ebam — T-et—r; nine denique etiam (j/ = 21 — r + "-t ijr . 

Manifesto igitur, P et Q tamquam data ab innicem independentia considerari ne- 
queunt, «ed vel vnicum tantummodo datum exhibebunt, vel data incongrua. Si- 
tus punctorum C, C in hoc casu arbitrarius manebit, si modo in codem circulo 
maximo cum C capiantur. 

In casu tertio, yhi ji' ySyB'jJB" in eodem circulo maximo iacent, 2? et'Z)''resp. 
cum punctis J8^, -B, vel cum punctis oppositis coincident: hinc e combinatione ae- 

jR^sincJ*' sin^ lH' 8in{l' — /') 

quationum VH, VIII, IX art. i45 coUigitur P r= RsmSsiue = Itsinil' — l) * 

In hoc itaque casu valor ipsius Py per ipsa problematis data iam habetur, adeo-' 
que positio punctorum Cy C\ C indeterminata manebit 

Methodus, quam inde ab art i36 exposuimus, praecipue quidcm determi- 
nationi primae orbitae penitus adlmc incognitae accommodata est : attamen successu 
aeque felici tunc quoque in vsum vocatur, vbi de correctione orbitae proxime iam 
cognitae per tres obseruationes quantumuis ab inuicem distantes agitur. In tali au- 
tern casu quaedam immutare conueniet Scilicet quoties obseruationes motum he- 

liocentricum permagnum complectuntur, baud amplius licebit, --q— atquefl^ tam-* 
quam valores approximates quantitatum P ^ Q considerare: quin potius ex elemen- 
tis proxime cogaitis valores muUo magis exacti elici potemnt Calculabuntur itaque 
leui calamo per ista elementa pro tribus obseniationum temporibus loca helioccutrica 
in orbita, vnde designando anomalias veras per i', v\ Vy radios vectores per r, Vy r", 
semiparametrum per p, prodibunt valores approximati sequentes: 

^_ rsin(<^^-^y) __ 4/^ sin k iy-^ ^) sin k {o" — i>0 

"^ r miiy' — v) ' ^ "*" /)cosi(i'" — ^ ^ 

His itaque hypothesis prima superstruetur, paullulumque ad libitum immutatis se- 
cunda et tertia: hand enim e re esset, P' et Q' hie pro nouis valoribus adcptare (vti 
supra fecimus), quum hos valores magis exactos euadere hand amplius supponere li- 
ceat Hac ratione omnes tres hypotheses commodissime simul absolui poterunt : quarta 
dein secundum praccepta art. lao formabitur. Ceterum baud abnuemus, si quis vnam 
alteramue decern methodorum in artt 134- isg expositarum in tali casu si non magis 
tamen aeque fere expeditam existimet, ideoque in vsum vocare malit 
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SECTIO SECVNDA 

Determinaiio orbitae e quatuor obeeruationibus, quorum duae tantum 

completae sunt. 

i64. 

lam in ipso limine Libri secundi (art ii5) declaratiimus , vsum problema-^ 
lis in Sect, praec pertractati ad eas orbitas limitari, quarum inclinatio nee euane- 
scit, nee niihis exigua est, determinationemque orbitarum parum incliiiatarum ne* 
cessario quatuor obseruationibus superstrui debere. Quatuor autem obseruationes 
completae, quum octo aequationibus aequiualeant, incognitarumque numerus ad sex 
tantum ascendat, problema plus quam determinatum redderent: qnapropter a duft« 
bus obseruationibus latitudines (siue declinationes ) seponere oportebit, vt datis re- 
liquis exacte satisfieri possit Sic oritur problema, cui haec Sectio dicata erit: so- 
lutio autem, quam hie trad emus, non solum ad orbitas parum inclinatas patebit, 
sed etiaiit ad orbitas inclinationis quantumuis magnae pari successu applicari poterit 
Etiam liic, perinde vt in problemate Sect praec, casum eum, vbi orbitae dimen-* 
stones approximatae iam in potestate sunt , segregare oportet a determinatione prima 
orbitae penitus adhuc incognitae: ab illo initium faciemus. 

i65. 

Metliodus simplicissima, orbitam jnroxime iam cognitam quatuor obserua-' 
tionibus adaptandi, haec esse videtur. Sint «, y ditftantiae approximatae corporis 
coelestis a terra in duabus obseruationibus completis: haram adiumento computen- 
tur loci respondentes he^ocentrici^ atque hinc ipsa elementa: ex his dein demen- 
tis longitudines vel asc^nsiones rectae geocentricae pro duabus reliquis obseruatio- 
nibus. Quae si forte cum obseruatis conueniunt, elementa nulla amplius correctione 
egebunt: sin minus, difierentiae X, y notabuntur, idemque calculus iterum bis re- 
petetur, valoribus ipsarum x^ y pauUulum mutali^^ Ita prodibunt tria systemata 
valorum quantitatum x, y atque differ^itiarum X, K, ynde per praecepta art 120 
yalores correcti quantitatum x^y eruentur, quibus valores X=o, iK = o respon- 
debunt. Calculo itaque simili huic quarto systemati superstructo elanenta ^mergen^ 
per quae onines quatuor obseruationes rite repraesentabuntur. 

CeLerum, siquidem eligendi potestas datttr, eas obseruationes completas re- 
tinere praestabit, e quibus situm orbitae maxima praecisione determinare licet, proin 
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duas obseniationes extremas , quoties motum heliocentricum 90 graduum minoremuc 
complcctuntur. Sin vero praecisione aequali non gaudent, eartmi latitudines Yel 
declinationes sepoaesi quas minus exactas esse suspicaberis. 

166. 

Ad determinatlonem primam orbitae penitus adhuc incognitae e quatuor ob- 
seruationibus necessario eiusmodi positiones adhibendae erunt, quae motum helio«* 
centricum non nimis magnum complectuntur : alioquin enim careremus subsidiis ad 
approximationem primam commode formandam. Methodus tamen ea quam statim 
trademus extensione tam lata gaudet, vt absque haesitatione obseruationes motum 
heliocentricum 3o vel 4o graduum complectentes in vsum vocare liceat, si modo 
distantiae a Sole non nimis inaequales fuerint: quoUes eligendi copia datur, tempo- 
rum interualla inter primam et secundam, secundam et tertiam^ tertiam et quar- 
tam ab aequalitate parum recedentia accipere iuuabit. Sed hoc quoque respectu 
anxietate nimia hand opus erit, yti exemplum subnexum monstrabit, yhi tempos- 
rum interualla sunt 48, 55 et 59 dlerum, motusque heliocentricus yltra 5o^ 

Porro solutio nostra requirit, vt completae sint obseruatio secunda et ter- 
tia, adeoque latitudines vel declinationes in obseruationibus extremis negligantur. 
Supra quidem monuimus, praecisionis maioris gratia plerumque praestare, si ele^ 
menta duabus obseruationibus extremis completis, atque intermediarum longitudini* 
bus yel ascensionibus rectis accommodentur : attamen in prima orbitae determina- 
tione huic lucro renuntiauisse hand poem'tebit, quum approximatio expeditissima 
longe maioris momenti sit, iacturamque illam, quae praecipue tantum inlongitudi- 
nem nodi atque inclinationem orbitae cadit^ elementaque reliqua yix sensibiliter a£^ 
ficiat, postea facile explere liceat. 

Breuitatis caussa methodi expositionem ita adomabimus, vt omnes locos 
ad eclipticam referamus, adeoque quatuor longitudines cum duabus latitudinibus 
datas esse supponemus: attamen quoniam in formulis nostris ad terrae latitudinem 
quoque respicietur, sponte ad eum casum transferri poterunt, vbi aequator tam- 
quam planum fundamentale accipitur, si modo ascensiones rectae ad declinationes 
in locum longitudinum et latitudinum substituuntur. 

Ceterum respectu nutationis, praecessionis et parallaxis, nee non aberra- 
tionis, omnia quae in Sectione praec. exposuimus etiam hie valent: nisi itaque 
distantiae approximatae a terra aliunde iam innotuerunt, vt respectu aberrationis 
methodum I art 118 in vsum yocare liceat, loca obseruata initio tantum ab abeiv 

a5 
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ratione fixanim purgabuntur, temporaque corrigentur, quamprimum inter calculi 
dccursum distantiarum determinatio approzimata in potestatcm venit, Yti inira da- 
rius elucebit. 

167. 

Solutionis exposition! signonun praecipuormn indieem praemittimus. Erunt 
nobis 

/, t\ t" y f quatuor obseruationum tempora 
a^'a\ a", cT corporis coelestis longitudines geocentricac 
Pi (f ^ (f ^ ^ eiusdem latitudines 
r, /•', r ^ r" distantiae a Sole 
(), p', (>", p* distantiae a terra 
/, /, r, r terrae longitudines heliocentricae 
By Bf y B" ^ BT terrae latitudines heliocentricae 
R, Ky Bl y' BT terrae distantiae a Sole. 

(/1 01), {n\i)y (waS), (/ioa), (/* i3) areae duplicataei triangulorum , quae resp. in- 
ter Solem atque corporis coelestis locum primum et secundum « secundum et ter- 
tium, tertium et quartum, primum et tertium, secundum et quartum continentur. 
(lyoi), (v^^), (j;^23) quotientes e diuisione arearum i(«oi), ^(/iia)., i(/*35) per 
areas sectorum respondentium oriundL > 

^ — (/ioi) ' -^ — (r*25) 

if^ v', v'y v** corporis coelestis longitudines in orbita a puncto arbitrario numeratae. 
Denique pro obseruatione secunda et tertia locos heliocentricos terrae in sphaera 
coelesti per -^, jf denotabimus, locos geocentricos corporis coelestis per JB', ^, 
eiusdemque locos heliocentricos per C, C. 

His ita intellectis negotium primum pcrinde yi in problemate Sect, prc^ec. 
(art i31)) consistet in determinatione situs circulorum maximorum A'CB\ jfCB^y 
quorum inclinationes ad eclipticam per / , y designamus: cum hoc calculo aijBul 
iungetur determinatio arcuum jtB':=^S ^ A'B'z=:,S'^ Hinc manifesto erit 
t' z=.y/ {sf{f Ar^ (f R cof^S ^B^BT) 

aiue statuendo ()' + i2'cos J' = »', ()" + i2"cos J*=5af*, iS'sin^sra, 72" sin (J" = a'. 



Digitized by 



Google 



BETERMINATIO OEBITAB £ QTATTOE OBSERTATIOKIBya. 1^5 

r* = v/ (a; V + a^a*) 

168. 
Combinando aeqnationes 1 et n art ii3, prodeunt hi signia disqtdsitionif 
praesentis aequationes sequentes: 

o=:(nifi)RcosB sin (/ — a) — (n 02) (p' cos ^ sin (a — a) + JR' cos -B* sin (^ — a)) 

+ (/io2) ((^•cos^ sin (a— a) + i2" cos ^' sin (r~a)) 

o==(/j23)(()'cos^sin(a* — aO + ^cos5'sin(a" — 0)-('«i3)((>''cos/rsin(«c"-a'') 

+ i2"cos5"sin(a"— 0) + (/»ia)-R"cos5'sin(a" — T) 

Hae aequationes, statuendo 

i2'cosJ?'sin(/ — a) ry ^ .^ 
— /c coscr=6 



cos ^ sin (a' — a) 



Jg^co sJB'' sin(a'' — O ^, ^ 
— /l cos a =D 



COS p sin (a — ce ; 
J?' cos J?' sin {a" — f) 



cos p sm (a — ^.a ^ 

Jg^co8^sin(r-^«) «/.^^, t//_ « 

5?7— : — r^t'f -T — -— K cos d = X 

cos p sin \a — aj 

jg cos B sin (/ — «) 

cos ^ sin (a — a) 
i?* cos B T sin (g** — Q - 
cos j^ sin (a — a') 

cos ^ sin (« — g) , 

cosj8"sin(a' — a) ^ 
cos j3^^ sin {ix — cT) „ 

cos p sin (a** — ce^ ""r* 
omnibusque rite reductis, transeunt in seqnentet 

-^ ^'^ =« +J« +^ i^ 
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siue, statuendo insnper 



in hsLSce 



,,,>^,^^£MJrJD^ 



1 + 



II. *'=c"+ 



{x'x + a'a') i 



XX '{-a a)* 

Adiumento harum duarum aequationum x' et x'' ex a\ b\ Cy ct, Qf ^ a ^ 6", c\ 
cT, Q", determinari poterunt Quodsi quidem x' vel x" iade eliminanda esset, ad 
aequationem ordinis permagni delaberemur: attamen per metliodos indirectas in- 
cognitarum x\ x' valores ex illis aequationibus forma non mutata satis expedite 
elicientur. Plenimque valores iticognitaruin approximati iam prodeunt, si primo Q' 
atque Q" negligunturj scilicet 

1 






Quamprimum autem valor approximatus altenitrius incognitae habetur, valores ae- 
quationibus exacte satisfacientes facillime eUcientur. Sit scilicet |' valor approxi- 
matus ipsius x\ quo in aequatione I substitute prodeat x '=^ |"; perinde substitute 
«"=:.|"in aequatione II prodeat inde x' =- X' -^ repetantur eaedem operationes, sub- 
stituendo pro x in I valorem alium ^ + v\ vnde prodeat x'* ~ |" + ^"> ^o valore 
in II substitute prodeat inde *'=:-X'4--^- Turn valor correctus ip^Ius x erit 

= § + — j^, \ — = jyf / , valorque correctus ipsius a; = f ' + 

— jy/ "/ — . Si operae pretium videtur, cum valore correcto ipsius a;' alioque 

leuius mutato eaedem operationes repetentur, donee valores ipsarum x' ^ x' aequa- 
tionibus I, II exacte satisfacientes prodierint. Ceterum analystae vel mediocriter 
tautiun exercitalo subsidia calculum contrahendi hand deerunt 

In his operationibus quantitates irratiouales (a;V + aa')^, {x' x" + a d^^ 
commode calculantur per introductionem arcuum z ^ z" , quorum tangentes resp. 
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sunt — 7—, — 77^, vnde fit 



^ Cxx + a'a') z=zr zzz — ; 7" == r 

^ ^ ' ' sin z cos jz 

// n 



// — tr 

Sill X COS Z 



Hi arcus auxiliares, quos inter o et 180° accip^re oportet, vt r , r' positiui eua- 
dant, martifesto cum arcubus CjB', C'B" identic! erunt, vnde patet, hacce rationa 
non modo / et /', sed etiam situm punctoruni C, Cf' innotescere. 

Haecce determinatio quantitatum x , x" requirit, vt a', «", 6', h'\ c', c^, 
d', d", Q% Q" cognitae sint, quarum quantitatum quatuor primae quidem per 
problematis data habentur, quatuor sequentes autem a P', jP^ pendent Jam quan- 
titates P\ P', Q', Q*, exacte quidem nondum determinari possunt; attamen quum 
liabeatur 

m. P'=— 7 — r--T^f 

TV p"-_£-=l^ (V^5) 

IV. ^ ^-rzzr^' i^fT^ 



' rr 



V. Q'_i/;i(/ i){t"—i') ^^. . (,^oi)(^i2) cosi(i;'— v)cosi(v'— i^)cosi((/''— vO 



r r 1 



statim adsunt valores approximati , 

p/ ! L- p" ^ — ^ 

^— ^ — / ' ^ — t'^—f 

quibus calculus primus superstruetur. 

169. 

Absoluto calculo art. praec. ante omnia arcum CC" determinare oportebit. 
Quod fiet commodissime, si antea perinde vt in art. iSy intersectio D circulorum 
maximorum A' C B\ A"C"B'\ mutuaque inclinatio b eruta fiierit: inuenietur dein 
ex 6, CD — z Ar J^'D, a^que CD = z" + £f'D, per formulas easdem quas in 
art 1 4 J. tradidimus, non modo CC':=. v" — v\ sed etiam anguli (w, u')y sub 
quibuS' circuli maximi jiB', A'B!' circulum maximum CC secant 
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Postquam aiTus y'-^p inuentus est, v — v ^i r eruentur e combinatione 
aequatioaum 

ft * / n f\ 

r sjn (v — v) = ^75? 









r 
et perinde r" oiqao v"— -f/" e combinatione harum 

- . / '« '^ r sm (v — O 
r sm (v — ^ j = p^^' 

r sm(v — V +v ^)= — "W' • Qp 

Omnes numeri hoc modo inuenti exacti forent, si ab initio a valoribus veris ipsa- 
rum P% P", Q' y Q" proficisci licuisset: tumque situm plani orbitae perinde vt in 
art i49 vel ex yfC^ u et y , vel ex A"C\ u et y" deterrainare conueniret, ip- 
sasque orbitae 'dimeiisiones vel ex r , r% t\ f ^ et v'' — v\ vel, quod exactius 
est, ex r, r*", f, /", et i''* — i^. Sc.d in ccdculo primo haec omnia praeteribimus, 
atque in id potissiinum incumbemus, vt valores magis approximatos pro quanti- 
tatibus JP', P\ Q' y Q" obtineamns. Hunc finem assequemur, si per methodum 
inde ab art. 88 expositam 
ex r, r , v — v^ / — f eliciamus (i^oi) 

r, r , V —V, f —f (jyia) 

r J r J p — v , t —i (jy23) 

Has quantitates, nee non valores ipsarum r, r\ r", r*, cosi(p' — v) etc. in formu- 
lis III -VI substituemus , vnde valores ipsarum -P', Q\P^, Q" resultabunt multo ma- 
gis exacti quam ii, quibus hypothesis prima superstructa erat. Cum illis itaque 
hypothesis secunda formabilur, quae si prorsus eodem modo vt ptima ad finem 
perducitur, valores ipsarum P', Q', P*', Q" multo adhuc exactiores siippeditabit, at- 
que sic ad hypothesin tertiam deducet. Hae operationes tam diu ilerabuntur, do- 
nee, vdlores ipsarum P', Q', P*, Q* nulla amplius correctione opus habere videantur, 
quod recte iudicare exercitatio frequent mox docebit. Quoties motus heliocentricus 
paruus est , plerumque prima hypothesis illos valores iam satis exacte subministrat : 
•i vero ille arcum maiorem complectitur, si insuper temporum interimlla ab aequa- 
litate notabiliter recedunt, hypothesibus pluries repetitis opus erit; in tali vcro casu 
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hypotheses primae magnam calculi praecisionem haud postulant In yltima denique 
bypothesi elementa ipsa.ita vt modo indicauimus determinabuntur. 



170. 

In bypothesi prima quidem temporibus non correctis ^, <', <*, f vti opotte- 
bit, quuin distantias a terra computare nondum liceat: simulac vero valores appro- 
ximati quandtatum Xy x" innotuerunt, illas distantias quoque proximo determinare 
poterimus. Attamen quum formulae pro p et ^*" hie paullo coraplicatiores euadant, 
computum correctionis temporum eousque differre conueniet, vbi distantiarum valo- 
res satis praecisi euaserunt, ne calculo repetito opus sit. Quamobrem e re erit, banc 
operationem iis valoribus quantitatiim ar', x" superstruere , ad quas hypothesis pen- 
vltima produxit, ita vt vltima demum^ hypothesis a valoribus correctis temporum 
atque quantitatum P'y P", Q\ Q' proficiscatur. £cce formulas, ad hunc finem in 
vsum vocandas: 
VIL Q' = x' — li'cosS' 

VIII. ^"^x' — lTcosS' 

IX. p cos ^ =: — i2 cos -B cos (a - /) + py— ( p'cos jS'cos (a - tt)+i2'cos B'coB(f- a) J 

*— -pT ( ()'cosy8*'cos(a* — a) + 2fcoaB'cos(i' — a) ) 

XI. p' COS ^=z — i2'"cos jB*" cos (a**- T) + jy ( q" cos ^ cos ( a* — a* ) + 

Jt cos IT cos («"—/')] — yr (p'cos/Tcos {a—tt) + J2' cos 5' cos (a"—/')) 

XII. ()'"6in^=— irflinj5*+— -^t^(p«si„^+j2«^^ 

-~ pT (()'sinj?' + J2'sin5') 

Formulae IX -XII nullo negotio ex aequationibus i, s, 5 art lid deriuantur, si 
modo characteres iilic adhibiti in eos quibus hie vlinvur rite conuertuntur. Mani- 
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festo formulae* multo sirapliciores euadunt, si J5, Sy S* euanescunt. E combina- 
tione formulamm IX et X non modo q sed etiam /S, et perinde ex XI et XII prae- 
ter r" etiam /S"* demanat: valores harum latitudinum cum obseruatis (calculum non 
ingredientibus ) , siquidem datae sunt, comparati oslendent, quonam praecisipnis 
gradu latitudines extremac per elementa sex reliquis datis adaptata repraesentari 
possint 

171. 

Exemplum ad illustrationem huius disquisilionis a fiesta dcsumere conue- 
niet, quae inter omnes planetas recentissime detectos inclinatione ad eclipticam mi- 
nima gaudet *). Eligimus obseruationes sequentes Bremae , Parisiis , Lilientbalii et 
Mediolani ab •astronomis clarr. Olbers, Bouvard, Bessel et Oriani institutas: 



Tempus med. loci obtcruationis 


Asccnsio recta 


Declinatio 


1807 Martii 3o, la*" 53' 17' 


i83°52'4o''8 


n''54'27' Bor. 


Mali 17, 8 16 5 


178 56 42,3 


11 3946,8 — 


lulii 11, 10 3o ig 


189 49 7,7 


3 9 10, 1 — 


Sept 8, 7 33 16 


212 5o 3, 4 


8 38 1 7, Austr. 



Pro iisdem temporibus e tabulis motuum Solis inuenimus 





longit. Solis ab 
aequin. app. 


nntatio 




latitado 
Solis 


obliquitas eclipt. 
apparent 


Martii 3o 


9' 21' 59^ 5 


+ 16,8 


0,9996448 


+ o'33 


23° 37' 5o' 83 


Maii 17 


55 56 20,0 


+ l6,3 


1,0119789 


— o,63 


49,83 


lulii 1 1 


108 54 53,5 


+ i7,3 


1,0165795 


~ 0,-46 


%»9 


Sept 8 


i65 8 57,1 


+ 16,7 


• 1,0067421 


+ 0,39 


49,26 



lam loca obseruata planetae, adhibita eplipticae obliquitate apparente, in 
longitudines et latitudines conucrsa, a nutatione et aberratione fixarum purgata, 

*) Niliilominus haec inclinatio etiamnum satis considerabilis est^ vt orbitae : dctcrminationem 
satis tuto atque cxactc tribus obseruationibus superstruerc liccat: reuera elementa prima ^ quae 
hoc modo ex obseruationibus 19 tantum diebus ad inuicem distantibus deducta erant (vid. Von 
Zach Monatl. Corrcsp. Vol. XV. p. SgS), proximo iam accedunt ad ea, quae bic ex obseruationi- 
bus quatuor, 162 diebus ad inuicem dissitis, dcriuabuntur. 
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tandem quo demta praecesslone ad initium anni 1807 reducta sunt, deinelocis Soli* 
ad iiormam praeceptorum art. 72 deriuata sunt loca terrae ficta (vt parallaxis ratio 
habeatur), longitudinesque demta nutatione et praecessione ad eandem epocham trans-» 
latae; tandem tempora ab initio anni ni^merata et ad mcridianum Parijinum redu-* 
eta. Hoc modo orti sunt numeri sequentes: 



/, t\ t\ f 



a* OL, 



a 



/, /', /", r 

loggR,I{!,R\lt 



i37,5445o9 

174 1 50 08 

10 8 7^80 
235 56 o,65 
0,0051376 



199,419002 

7 ^O <12 23 

6 47 25, 5i 

288 35 20,32 

0,0071709 



951,28810*;^ 
2 1 3** 34f' 1 5" 63 



4 20 21,63 
345 9 i8,6q 
0,0000625 



89,5o5i62 
178^3' 38*87 
12 27 6, 16 
189 21 33,71 

9.9997990 
Hinc deducimus 
y =i68^32'4i*34, cJ'= 62° 23' 4' 88, log a =9,9526104 
/=i75 5 i5, 68, {^' = 100 45 i,4o, log a" = 9,9994839 
i' = — 11,009449, x' = — i,o833o6, logjl =0,0728800, log ^a=: 9,7 159702 n 
** = — 2,p82o36, x'= + 6,322006, log r= 0,07985 12 jiy log ^"=9,838 7061 
A'Dzzi 37%/5i^5o, A'D^ 89'24'ii'84, ^=9"6'5''48 
JB'D = — 25 5 i3,38, B'D = — ii 20 49,56 

His calculis praeliminaribus absolutis , hypothesin primam aggredimur. E tern- 
porum interuallis elicimus 

. log*(^'— /) = 9,9153666 

log^c^"— = 9.9765359 

log it (^—0= o,oo5465i 

atque hinc valores primos approximates 

logP' = o,o6ii7, log(i + P') = 0,35269, logQ' = 9,59o87 
log P'= 9,97107, log (1 ^-P") = 0,28681, logQ"=9,68o97 

hinc porro 

c = — 7,6836 1 , log rf' = 0,0 4666 n 
^"=+3,20771, logcr=o,i2552 

Hisce valoribus, paucis tentaminibus factis, solutio ^equens aequationum I, II eli- 
citur : 

a;' = 2,o4856, / = 23^38' 17", log / = o,3495i 
,0?"= 1,95745, / = 27 2 o, log /= 0,34194 



Ex 



z atque a eruimus C'C =: v — v = 17*" 7' 5^ hinc v' — <;, r, v**— v', r 



per aequationes sequentes determinandae enmt: 



26 
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log r sin (<^' — ^') = 9;7'494^> log r sin (v— i^H- 17® 7' 5") = 0,07000 
logr 'sin(v'"~f/'')= 9,84729, logr'"sin(i^''— v' 4-17"*/ 5'') = 0,10735 
vnde eniimus 

V —V = i4^i4'32", log r = o,55865 
v—v'—\% 48 33, log /-'"=: 0,55887 

Denique inuenitur log (/i o 1) = o,oo426 , log (/z 12) = 0,00099 , log {n 25) = 0,007 1 1 , 
atque hinc valores correcti ipsaruih P', P'\ Q' ^ Q'[ 
log /^= 0,05944, log Q'= 9,60374 
logP''=: 9,97219, log <2"= 9,69681 
quibus hypothesis secunda superstruenda exit. Huius praecipua momenta ita se 
habent: 

c =• — 7,67820, log d' = o,o45736 n 

c"= +2,21061, log rf" = 0,126054 

;r'=:2,o53o8,/= 23^47' 54", logr=o, 546747 

ar"=i,94290,r'*=27 12 25, log r'= o, 339375 

V —v=i^k^i' 36", log r = 0,354687 
<^"'— ^"=18 5o 45, log r"' = 0,554564 
log (/^ 01) = 0,004559, log (w 12) =0,006102, log (/1 25) =0,007280 

ilinc prodeunt valores denuo correcti ipsanim P', P", C Q"" 
log P'= 0,059426, log Q' = 9,604749 
log P"= 9,972249, log Q"= 9,697664 
quibus si ad tertiam hypothesin progredimur, numeri sequentes resultant: 

c' = — 7,67815, logrf' =10,04572971 

^"=+2,21076, log d"= 0,126082 

X =2,o5255, z = 25*^48' 14", logr =o,346655 

a;"= 1,94255, 2r"=27 12 49, log/ =0,339276 

C'C' = i;''— i,'=i7<'8'4" 

^'— i^=i4%i'49% logr =0,354522 \ 

i''"—v"=z\S 5i 7, logr" =0,554290 

log(/zoi) = o,oo4563, log (7212) = 0,006106, log (/225) = 0,007290 

Quodsi iam ad normam praeceptorum art. praec. distantiae a terra supputantur, 
prodit: 

(>' = i,5655, (>''=2,i3i9 
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log () COS /? = 0,0)3876 
log Qaiafi =z 9,4425a 
^ =: i2°26'4o' 
log() = 0,10909 
Hinc inueniunlur 



log q" cos jS** = o,49843 
log q" sin jS"' = 9,30905 
^ = 4^20^39" 

logp" = T> ,42967 





Correctioncs tem- 
porum 


tcmpora correcta. 


I 


0,007335 


89,497827 


II 


0,008921 


i55,535;58i 


III 


0,012i65 


192,407337 


IV 


0,0 15346 


251,272756 



vad© prodeuBt valores quantitatum /^, J^', C Q^ denuo correcti 
log P' = 0,05941 5, log 0" = 9,604782 
log P" 1=9,972253, log Q"= 9,697687 
Tandem si hisce valoribus nouis hypothesis quarta formatur, nuineri scquentes 
prodeunt : 

c= — 7,678116, log d' = 0,045725 

c" = + 2,210773, log d" = 0,126084 
^'=2,032473, / = 23^48' i6''7, logr =0,546638 

«'= 1,94228 1, /'=27 12 5i,7, logr '=0,339263 

p"—v'=if 8'5"i, i(i.'' + wO = i76*/5o"5, i^ — «') = 4*35'25''6 

4/ — v = i4 21 5i,9, log r = o,3545o3 

4^"— v"=i8 5i 9,5, log r''= 0,334263 
Hi numeri ab iis, quos hypothesis tertia suppeditauerat , tarn parum differunt, \^ 
iam tuto ad ipsorum elementorum determinationem progredi liceat Primo situm 
plan! orbitae eruimus. Per praecepta art 149 inuenitur exy', i/' atque-^'C={r — Zy 
inclinatio orbitae ^3= 7*" 8' 1 4" 8 , longitudo nodi ascendentis io3°i6'37"2, argumen- 
turn latitudinis in obseruatione secunda 94* 36' 4" 9, adeoque longitudo in orbita 
^97** 52' 42" 1 ; perinde ex 7", u' atque A"C'^=-S' — jz" elicitnr inclinatio orbitao 
=;;= 7*^8' i4"8, longitudo modi ascendentis io3^i6'37"5, argumentum latitudinis in 
obseruatione tertia 111** 44' 9" 7, adeoque longitudo in orbita 2i5®o'47"2. Hinc 
erit longitudo in orbita pro obseruatione prima i83°3o'5o"2, pro quarta 253** 5 1' 
56" 7. Quodsi iam ex f'^t^ r, r" atque v* — v = 5o°2i'6"5 orbitae dimensiones 
determinantur, prodit 
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Anomalia vera pro loco prinio 293**55'43''7 

Anomalia vera pro loco quarto 545 54 5o,2 

lliiic longiludo pcrihelii 249 67 6,5 

Anomalia media pro loco primo 5o2 35 52,6 

Anomalia media pro loco quarlo 546 02 25,2 

Molus medius diumus sidereus 978'' 7216 

Anomalia media pro initio anni 1807 278 i5 39,1 

Longitudo media pro eadem epocha 168 10 45,6 

Angiilus (f j5 2 58,1 

Logaritlnnus semiaxis maioris 0,572898 

Si secundum Iiaecce elementa pro temporibus ty i\ f ^ f correctis loca 
planetae geocentrica computantur, quatuor longitudines ciun a, a', a ^ a", duae- 
que latltudines intermediae cum ^ ^ /?" ad viiam minuti secundi partem decimam 
conspirant; latitudines extremae vero prodeunt 12*'26'45''7 atque 4°2o'4o"i, ilia 
22'' 4 errans defectu, liaec 18'' 5 excessu. Attamen si manentibus dementis reli- 
quis tantummodo inclinatio orbitae 6" augeatur, longitudoque nodi 4'4o" diminua— 
tur, eiTores inter, omnes latitudines distributi ad pauca minuta secunda deprimen- 
tur, longitudinesque leuissimis tantum erroribus afficientur, qui et ipsi propemo- 
dum ad niliilum reduccntur, si insupcr epocha longitudinis 2" dimimiatur. 
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SECTIO TERTIA 

Determinatio orbitae obseruationibus quotcunque quam 

proxime satisfacientis. 

172. 

Si obseiniationes astronomicae ceterique numeri, quibus orbitarum computus 
iimitltur, absoliita praecisione gauderent, elemeuta quoque, siue ti'ibus obseruatio- 
nibus siue quatuor superstructa fuerint, absolute exacta statim prodirent (quatenus 
quidem motus secundum leges Kepleri exacte fieri supponitur), adeoque accitis 
aliis aliisque obseruationibus confirmari tantum possent , baud corrigi. Verum enim 
vcro quum omnes mensurationes atque obseruationes nostrae nihil sint nisi approxi- 
matiories ad veritatem, idemque de omnibus calculis illis innitentibus valere debeat, 
scopum summum omnium computorum circa phaenomena concreta institutorum in 
CO pbnere oportebitj, vt ad veritatem quam proxime fieri potest accedamus. Hoc 
autem aliter fieri nequit, nisi per idoneam combinationem obseruationum pluriuin^ 
quam quot ad determinationem quantitatum incognitarum absolute requiruntur. Hoc 
negotium tunc demum suscipere licebit, quando orbitae cognitio approximata iam 
innotuit, quae dein ita rectificanda est, vt omnibus obseruationibus quam exactis- 
si/n<? satisfaciat Etiamsi haec expressio aliquid vagi implicare videatur, tamen in- 
fra principia tradentur, secundum quae problema solutioni legitimae ac metliodicae 
subiicielur. 

Praccisionem summam ambirc tunc tanfummodo operae pretium esse potest, 
quando orbitae determinandae postrema quasi manus apponenda est. Contra quam- 
diu spes afiulget, mox nouas obscruaiiones noiiis correctiouibus occasioncm daturas 
esse, prout res fert plus minusue ab extrenin praecisione rcinittere conuenict, si 
lali niodo operationum prolixitatem notabilitcr subleuarc licet. Nos vtrique casui 
consulere studebimu^. 

17S. 

Maxiiiii imprimis momenti est , vt singulae corporis coelestis positiones geo- 
centricde, quibus orbitam superstruere propositum est, non ex obseruationibus so- 
litariis petitae sint, sed si fieri potest e pluribus ita combinatis, vt errores forte 
commissi quantum licet sese mutuo destruxerint Obseruationes scilicet tales, quae 
paucorum dierum interuallo ab inulcem distant — vel adeo prout res fert inter^ 
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valio i5 tiut 20 dicium — in calculo non adhibendac eruut lamquam totidem po- 
siliones diuersac, scd potius positio vnica inde dcriuabitur, quae inter cunctas quasi 
media est, adeoque praecisionem longe maiorem admittit, quam obseruationcs sin- 
gulae seorsim consideratae^ Quod negotium sequentibus principiis iniiititur. 

Corporis cocjestis loca geocentrica ex elenjentis approximatis ealculata 9. lo- 
cis veris painim discrepare, diJfferentiaeque inter haec et ilia mutationes lentissimaft 
tantura subire debent, ila vt intra paucorum dierum decursiun propeihodum pro 
constantibus liabcri queant, vel saltern variationes tamquam temporibus proportiona- 
les spectandae sinL Si itaque obseruationcs ab omni errore ijnmunes essent, diffe- 
rentiae inter locos obseruatos temporibus /, ^, ^, /" eta respondentes , eosque qui 
ex elemenlis coraputati sunt, i. e. differentiae turn longitudinum turn latitudinum^ 
sine turn ascensionum rectarum tum declinationum , obseruateirum a computatis^ fo- 
rent quantitates vel sensibiliter aequales, vel saltern vniformiter lentissimeque in- 
crescentes aut decrescentes, Respondeant e. g. illis temporibus ascensiones rectae 
obseruatae or, a', a", a" etc., coniputatae autem ami a + S, (x+S\ a+S', a'+S'^ 
etc.; tunc differentiae S, S\ S"^ S'" etc. a veris elementorum deuiationibus eatenus 
tantum discrepabimt, qualenus obseruationcs ipsae sunt erroneae : si itaque illas 
deuiationes pro omnibus istis obseruationibus tamquam constantes spectare licet, ex- 
iiibebunt quantitates S, S\ o*, S"* etc. totidem detel'minationes diuersas eiusdem 
magnitudinis , pro cuius valore correcto itaque assiunere conueniet medium arith- 
m^ticura inter illas determinationes , quatenus quidem nulla adest ratio, cur vnam 
alteramue praeferamus. Sin vero obseruationibus singulis idem praecisionis gradus 
baud attribuendus videtur, supponamus praecisionis gradum in singulis resp. pro- 
portionalem aestimandum esse numeris e, e\ e\ e* etc., i. e. errores his numeris 
reciproce proportionales in obseruationibus aeque facile committi potuisse; tum se- 
cundum principia infra tradenda valor medius maxime probabilis haud amplius erit 

. eeS + eeS" + e" eS' + e'eS" + etc. 

medium aritnmeticum simplex, sed = r">~m — jrif-: — w^r-. — : . ota- 

^ ' ^^ + ce?+ee+<?e?+ etc. 

tuendo iam hunc valorem medium = A , pro ascensionibus rectis veris assumere 

licebit resp. a-\-S — A, a' + cJ' — A, a -{-S' — Aj a+S" — A, tumque arbitra- 

rium erit, quanam in calculo vtamur. Quodsi vero vel obseruationcs temporis in- 

teruallo nimis magno ab inuicem distant, aut si orbitae elementa satis approximate 

nondum inuotuerant, ita'vt non licuerit, horum deuiationes tamquam constantes 

pro obseruationibus cunctis spectare, facile perspicietur, cdiam hinc differentiam 

non oriri, nisi quod deuiatio media sic inuenta non tarn omnibus obseruationibils 
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commuQis supponenda erit, quam potiiis ad tempus medium quoddam referenda, 

quod permde e singulis temporum momentis deriuare oportet, vt A ex singulis 

eet + eei +e Vr + eeY + etc. ^. 

deuiationibus , adeoque generaliter ad tempus , > / 1* w , >^ "* . ^^^ — " • ^^ 

itaque summam praecisionem appetere placet, pro eodem tempore locum geocen- 
tricum ex dementis computare, ac dein ab en-ore medio A liberare oportebit, vt 
posltio quam accuratissima emergat: plerumque tamen abunde sufficiet, si error 
medius ad obseruationem, tempori medio proximam referatur. Quae hie de ascen- 
sionibus rectis diximus, perinde de declinationibus , aut si mauis de longiludinibus 
et latitudinibus valent: attameu semper praestabit, immediate ascensiones rectas et 
declinationes ex dementis computatas cum obseruatis comparare; sic enim non 
modo calculum magis expeditum lucramur, praesertim si methodis in artt 53 -60 
expositis vtimur, sed eo irisuper titulo ilia ratio se commendat, quod obseruatio— 
ncs incom'pletas quoque in vsum vocare licet, praetereaquc si omnia ad longitudi- 
nes et latitudines relerrentur metuendum essei, ne obseruatio quoad ascensionem 
recte, quoad decliuationem male instituta (vel vice versa) ab vtraque parte depraue- 
tur, atque sic prorsus inutilis euadat. — Ceterum gradus praecisionis medio ita 
inueiito attribuendus secundum principia mox explicanda erit = V^ (^^ + ee + ee 
* + €fV' + etc.) , ita vt quatuor vel nouem obseruationes aeque exactae requirantur, 
^j medium praecisione dupla vel tripla gaudere debet, et sic porro. 

174. 
Si corporis coelestis orbita secundum methodos in SectJonibus praecc. tra- 
clitas e tribus quatuorue position ibus geocentricis talibus determinata est, quae ipsae 
singiJae ad normam art praec. e compluribus obseruationibus petitae fuerant, or- 
bita ista inter omnes hasce obseruationes medium quasi tenebit, neque in di/Teren- 
tiis inter locos obseruatos et calculates vUum ordinis vestigium remanebit, quod 
per dementonim correctionem toUere vel scnsibiliter extenuare liceret. lam quo- 
ties tota obseruationum copia interuallum temporis non nimis magnum complecti- 
tur, hoc modo consensum exoptatissimum elementorum cum omnibus obseruationi- 
bus assequi licebit, si modo tres quatuorue positiones quasi normales sdte eligan- 
tiu*. In determinandis orbitis cometarum planetammue nouorum , quorum, obser- 
uationes annum vnum nondum egrediuntur, ista ratione plerumque tantum proficie- 
mus, quantum ipsa rei natura permittit. Quoties itaque orbita determinanda an- 
giilo considerabili versus eclipticom inclinata Qsi^ in genere tribus obsei*uationibus 
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superstmetur , quas quam rcmotissimas ab inuiccm eligemus: si vero hoc pacto 
in aliquem casuum supra exclusorum (artt. 160-162) fortuito incideremus , aut 
quoties orbitae incliiialio nimis parua videtur, determinaiionem ex positionibus qua- 
luor praeferemus , quas itidcni quam remotissimas ab inuicem accipiemus. 

Qiiando autcm iam adest obseruationum series longior plures annos com- 
plcctens, plut'cs indr positiones normales deriuari poterunt: quaraobrem praecisioni 
maximae male consuleremus , si ad orbitae determinationem tres tantum quatuonie 
positiones excei-pcrcmus , omnesque reliquas omnino negligeremus. Quin potius in 
tali casu, si summam praecisionem assequi propositum est, operam dabimus, rt 
positiones exquisitas quam plurimas congeramus, atquc in vsum vocemus. Tunc 
itaque aderuut data plura, quam ad incognitarum determinationem requiruntur: 
sed omnia ista data erroribus vtut exiguis obnoxia erunt, ita vt generaliter impos- 
sibile sit, omnibus ex asse satisfacere. Iam quum nulla adsit ratio, cur ex liisce 
datis sex haec vel ilia tamquam absolute exacta considereraus , sed ;potius, secun- 
dum probabilitatis principia , in cunctis promiscue errores maiores vel minores ae- 
que possibiles supponere oporteat; porro quum generaliter loquendo errores leuio- 
T?s saepius committantur quam grauiores; manif^stum estj orbitam talem, quae 
dum sex datis ad amilssim satisfacit a reliquis plus minusue deuiat, principiis cal- 
culi probabilitatis minus consentaneam censendam essCj quam aliam^ quae dum ab 
illis quoque sex datis aliquantulum discrepat, consensum tanto meliorem cum reli- 
quis praestat. Inuestigatio orbitae, sensu stricto maximam probabilitatem prae se 
ferentis a cognitione legis pendebit, secundum quam errorum crescentium proba- 
bilitas decrescit: ilia vero a tot considerationibus vagis vel dubiis — physiologicis 
quoque — pendet, quae calculo subiici nequetmt, vt. huiusmodi legem vix ac ne 
vix quidem in vllo astronomiae practicae casu rite assignare liceat. -Niliilominus 
indagatio nexus inter banc legem orbitamque maxime probabilem, quam summa 
iam generalitate suscipiemus, neutiquam pro speculatione sterili habenda erit. 

175. 
Ad hunc finem a problemate nostro special! ad disquisitionem generalissimam 
in omni calculi ad pliilosophiam naturalem applicatione foecundissimam ascendemus. 
Sint f^, V\ V" etc. functiones incognitarum fj q^ r^ s etc., jLi multitude illarum 
functionum, v multitudo. incognitarum, supponamusque, per obseruationes imme--^ 
(liatas valores functionum ita inuentos esse^=7l[/, f^^:=zM\ f^zzzM" etc. Gene- 
raliter itaque loquendo euolutio valorum iQcognitarum constituet problema indeter- 
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minatum, determinatum , vel plus quam cleterminatum, prout fiierit^<i/, /e=y, 
vel ju>v*)* Hie de vltimo tantum casu sermo exit, in quo manifesto exacta 
cunctarum obseruationum repraesentatio tunc tantiun possibilis foret, vbi illae omnes 
ab erroribus absolute iinmunes essent. Quod quum in rerum natura locum non 
habeat, omne systema valorum incogniiarum p, ?, r, « etc. pro possibili haben- 
dum erit, ex quo valores functionum F—M, y' — M\ F'^M" etc. oriuntur, 
limitibus errorum, qui in istis obseruationibus committi potuerunt, non maiores: 
quod tamen neutiquam ita intelligendum est, ac si singula haec systemata possibilia 
aequali probabilitatis gradu gauderent 

Supponemus primo, eum rerum statum fuisse [in omnibus obseruationibus, 
vt nulla ralio adsit, cur aliam alia minus exactam esse suspicemur, sine vt erro- 
res aequo magnos in singulis pro aeque probabilibus habere oporteat Probabilitas 
itaque cuilibet errori A tribuenda exprimetur per iunctionem ipsius A, quam per 
^A denotabimus. lam etiamsi banc functionem praecise assignare non liceat, sal- 
tern affirmare possumus, eius valorem fieri debere maximum pro A = o, plerum- 
que aequalem esse pro valoribus aequalibus oppositis ipsius A, denique euanescere, 
si pro A accipiatur error maximus vel maior valor, Proprie itaque <p A ad fun- 
ctionum discontinuarum genus referre oportet, et si quam functionem analyticam 
istius loco substituere ad vsus practices nobis permittimus, haec ita comparata esse 
debebit, vt vtrimque aA = o asymptotice quasi ad o conuergat, ita vt ^Itraistum 
limitem tamquam vere euanescens considerari possit. Porro probabilitas, errorem 
iacere inter limites A et A + d A differentia infinite parua dA ab inuicem distan- 
tes, exprimenda erit per ^^A^dA; proin generalit^r probabilitas, errorem iacere 
inter D et 1/ ^ exhibebitur per integrale f<p A. dA, ft A = D vsque ad AsrlX 
extensum. Hoc integrale a valore maxinjo negatiuo ipsius A vsque ad valorem 
maximum positiuum, sine generalius a A = — po vs^ue ad^z=:+ po sumtum, ne^ 
cessario fieri debet =:i. 

Supponendo igitur, systetna aliquod determinatum valorum quantltatum p, 
^r, r, « etc. locum habere, probabilitas, pro F ex obseruatione proditurum esne 
valorem M^ exprimetur per <p{Mi^F)y substitutis in F pro p, q, r^ s etc. valo- 



*) Si in casu tertio functiones ^, F', V'\ etc. ita comparatae essent , vt /w + i — rr ex ipsis vel plu- 
tt% tamquam functiones reliquaruip spectare liceret , projblema respectn harum functionum etiaipnum 
plus quam determinatunj foret, respectu quantitatiun /> , y, r,sctc. intern indetcrpuu^tum : harum 
scilicet valores ne tunc quidcm dcterminare liceret, quando v^ores functionum V^ V\ V* etc^ 
absolute exacti dati csscnt: sed hunc casnm a disquisitione nostra excludcmus. 

a? 
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ribus suis ; perinde ^ ( M' — f^' ) , 9? ( M" — f^" ) etc. expriment probabilitates , ex 
obseruationibus resultaturos esse functionum ^', ^* etc. valores M' , M" etc. 
Quamobrem quandoquidem onines obsemationes tamquam euentus ab inuicem inde- 
pendentes spectare licet, productiim 

ip{M—r).(p{M'—F').<p(M''^F'')etc,:=Jl 
exprimet exspectationem seu probabilitatem , omnes istos valores simul ex obserua- 
tionibus prodituros esse. 

176. 

lam perinde, vt posilis valoribus iiicognitarum determinatis quibuscunque, 
cuiuis systemati valonim functionum /^, f^\ V etc. ante obseruationem factam 
probabilitas determinata competit, ita vice versa, postquam ex obseruationibus va-- 
lores determinati functionum prodierunt, ad singula systemata valorum incogiii- 
tarum, e quibus illi demanare potuerunt, probabilitas determinata, redundabit: ma- 
nifesto enim systemata ea pro magis probabUibus habenda erunt, in quibus euen- 
tus eius qui prodiit exspectatio maior aiTujerat. Huiusce probabilitatis aestimatio se- 
quenti theoremati innititur; 

Si posit a hypothesi aliqua H probabilitas olicuius euentus determinati E 
estzzzhy posita autem hypothesi alia H' illarn excludente et per se aeque proba^ 
bili eiusdem euentus probabilitas est :=h\' turn dico , quando euentus E reuera 
apparuerii , probabilitatem, quod H fuerit vera hypothesis y fore ad probabilita^ 
tern, quod H' fuerit hypothesis vera, vt h ad h'. 

Ad quod demonstrandum supponamus, per distinctionem omnium circum- 
stantiarum, a quibus pendet, num H aut H' aut alia hypothesis locum habeat, 
Airum euentus E an alius emergere debeat, formari systema quoddam casuura di- 
uersorum, qui singuli per se (i. e. quamdiu incertum e^t, vtrum euentus E an alius 
proditurus sit ) tamquam aeque probabiles considerandi sint , hosque casus ita distribui, 
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m f m , 1 •• .-I. 

Tunc erit A= ; , h = —y, — r-; porro ante euentum cognitum probabili- 

tas hypothesis H erat = ; — t-, — r-; — r-; — ir— , post euentum cognitum autem, 

ybi casus n^ n ^ n % possibilium numero abeunt, eiusdem hypotliesis probabilitas 

erit = J- — 7-- — r-j perinde hypothesis Jff' probabilitas ante et post euentum 

fit f 

resp. expnmetur per ; ; — y. — rr — r-; — t-: et ; — >-; — it—: quoniam itaque 

hypothesibus H el H' ante euentum cognitum eadem probabilitas supponitur^ erit 
m'\^n'=Lm ^n ^ vnde theorematis Veritas sponte coUigitur. 

lam quatenus supponimus , praeter obseruationes VzzzM^ V''=^M\ ^'*=il!f* 
etd. nulla alia data ad incognitarum determinationem adesse; adeoque omnia syste- 
mata yalorum harum incognitarum ante illas obseruationes aequo probabilia fuisse, 
manifesto probabilitas cuiusuis systematis determinati post illas obseruationes ipsi Si 
proper tionalis erit. Hoc ita intelligendum est, probabilitatem, quod valores inco- 
--^nitarum resp. iaceant inter limites infinite ricinos p et p + dpy get q + dqy r et r 
+ dr, 8 et s + ds etc., exprimi per ^Jldpdqdrds etc. vbi X erit quantitas constans 

B, Pj gj r^ 8 etc. independens. Et quidem manifesto erit — j- valor integralis or- 

^dnisv** f'^Jldpdqdrds , singulis variabilibus />, jf, r, 8 etc. a valore— OO vs~ 

que ad valorem + 00 extensis. 

177. 

Hinc idm sponte sequitur, systema maxime probabile valorum quantitatum 
Py 9^ ^9 ^ ^^^' ^^ fore, in quo J2 valorem maximum obtineat, adeoque ex v ae- 

. dJ2 dJl dSl dJl 

quationibus - . =: o, ■ . = o, , = Oy , = o etc. eruendum esse. Hae 

eequationes , statuendo f^ — M=^v, V — itf ' = v' , V^ — M" = v" etc. , atque , 

' A J A =9?'A> formam sequentem nanciscuntur: 

di^ , . d</' , dv . . ^ 

"1^9'^+~d^9'^+'lir9'^ +etc.=:o 

dv , dp , , dp" , „ 

"1^9^^ + "d^ 9^^ +-^9)v+etc. =0 



Digitized by 



Google 



219 LiBR, II. Sect. IIL 

d^' , d<^' , , dv* , „ 

'i[7"^^+'"d7~9^^ + ""dr9^^+^*^- ='' 

Hinc itaque per eliminationem problematis solutio plene determioata deri- 
nari poterit, quamprimiun functionis jp indoles innotuit. Quae quoniam a priori 
definiri nequit^ rem ab altera parte aggredientes inquiremus, cuinam fimctioni, ta- 
cite quasi pro basi acceptae, proprie innixum sit principium triuium, cuius prae^ 
sfantia generaKter agnoscitur. Axiomatis scilicet loco haberi solet hypothesis, si 
quae quantitas per plures obseruationcs immediatas , sub aeqnalibus circumstanliis 
aequahque cura institutas, determinata fnerit, medium arithraeticum inter omnes 
Talores obseruatos exhibere valorem maxime probabilem, si non absoluto rigore, 
tamen prpxime saltern, ita yt semper tutissimum sit ilh inhaerere. Statuendo ita- 
que /^ = F' = r" etc. =jp, generaliter esse debebit ^' (3i— r/?) + y'(i^/' — p) + 

y' QM" — p) + etc. = o, si pro p substituitur valor (iH + M' + M" + etc. ) , 

quemcunque integrum positiuura exprimat ^ Supponendo itaque M' =. M" :=zeic. 
= M — /biNy erit generaliter, i. e pro quouis valore integro positiuo ipsius/^, 
qf {fjL — i) jY= (i — lid)q>'{ — iV) , vnde facile colligitur , generahter esse debere 

cp /^ 

— ~r quantitatem constantem, quam per k designabimus. Hinc fit log^ A =: 

i*AA + Const., sine designando basin logarithraonua hyperbolicorum per ^, suppo^ 
nendoque Const. = log x, 

Porro facile perspicitur, h necessario negafiaam esse debere, quo Jl reuera fieri 
possit maximum, quamobrem statuemus iit=:— Mj et quum per tlieorema ele- 
gans prime ab ill. Laplace inuentum , integraIeye'*****^^dA, a A = — CO vsque 

ad A =^ + c/5 J fiat = — T — , (deiiotando per n semicircumferentiam circuli cuius 
radius i), fanctio nostra fiet 

h — hhAA 

178, 
Functio modo erufa omni quidem rigore errorumi probabilitates exprimere 
certo non potest : quum enim errores possibiles semper limitibus certis coerceantur, 
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errorum maiorum probabilitas semper euadere deberet =0^ dam formula nostra 
aemper valorem finiti,im exhibet. Attamen hie defectus, quo omnis functio analy** 
tica natura siia laborare debet , ad omnes vsus practicos nullius momenti est, quum 
valor functionis nostrae tam rapide decrescat, quamprimum AA valorem conside- 
rabilem acquisiuit, vt tuto ipsi o aequiualens censeri possit. Praeterea ipsos erro- 
rum limites absoluto rigore assignare,^ rei natura nimiquam permittet 

Ceterum constans h tamquam menstu*a praecisionis obseniationum conside- 

rari poterit Si enim probabilitas erroris A in aliquo obseruationtiln systemate per 

h — hhAA . ,. , . . . 

> e > m alio vero systemate obseruationum magis mmusue exactarum per 

h — h'h'AA .... 

—f — e expnmi concipiturj exspectatid^ in obseruatione aliqua e syste- 

mate priori errorem inter limites — <J et + <J contineri, exprimetur per integrale 
j"^ — ^ dA a A = — S vsque ad A == + ^ sumtum , et perinde exspectatio, 

errorem alicuius obseruationis e systemate posteriori limites — ^ ^ ei + cJ' non egre- 
di ^ exprimetur per integrale /•— 7 — e dAaA=*— ^ vsque ad A = + ^ 

extensum: ambo autem integralia manifesto acqualia fiunt, qiioties habeturA(J=/i'<y. 
ijuodsi igitur e. g. H-^z^h^ aeque facile in systemate priori error duplex committi 
poterit, ac simplex in posteriori, in quo ca^ obseruationibus posterioribus secun- 
dum vulgarem loquendi morem praecisio duplex tribuitur* 

.179' 
lam ea quae ex hac lege sequuntur euoluemus. Sponte pafet, tt produ- 

Gtum*/2=A ^ ^ iiat maximum, aggrcgatum i^u+up +pp 

+ etc. minimum fieri debere. Sy sterna it ague maxime probubile valor um incogni^ 
iarum p, q, r, s etc. id erit, in quo quadrata differentiarum Inter functionum 
V^ \' y V etc valores obseruatos et computatos summam minirnam efficiiini^ si- 
quidem in omnibus obseruationibus idem praecisionis gradus praesumendus est. 

Hocce principitim , quod in omnibus appli(:;ationibtis mathesis ad philosophiam 
natoralem vsum frequentissimum offert, vbique axiomatis loco eodem iure valere 
debet, quo medium arithmeticum inter plures valores obseruatos eiusdem quanlita- 
tis tamquam yalor maxime probabiiis adoptatut^ 
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Ad obseruationes praecisionis inaequalis principium nullo iam negotio ex- 
tendi potest. Scilicet si mensura praecisionis obseruationum , per quas inuentum 
est V'z=LMy V':='M y V"-=.M*' etc. resp. per A, A', K etc. exprimitur, i. e. si 
supponitur, errores his quantitatibiis reciproce proportionales ia istis obs^ruationi-^ 
bus aequo facile committi potuisse, manifesto hoc idem erit, ac si per obseruationes 
praecisionis aequalis ( cuius mensura = i ) valores functionum hV ^ h'F'y KV etc. 
immediate inuenti essent =: hM^ JiM' ^ IiM" etc.: quamobrem systema maxime pro- 
babile valoriun pro quantitatibus p, q^ r^ s etc, id erit, vbi aggregatum hhvi^^ 
Jilivv + Klivv + ef.G. i. e. vhi surnjna quadratorum differentiarum inter valores 
reuera obseruatos et computatos per numeros qui praecisionis gradum metiuntur 
multiplicatarum fit minimum, Hoc p^cto ne necessarium quidem est, vt functio- 
nes f^, F' J V" etc. ad quantitates homogeneas referantur, sed heterogeneas quo- 
que (e. g. minuta secunda arcuum et temporis) repraeseatare poterunt, si modo 
rationem erroruni, qui in singulis ^eque facile committi potuerunt, aestimare licet 

180. 
Principium in art, praec. e^qpositum eo quoque nomine se commendat, quod 
determinatio incognitarum numerica ad algorithmum expeditissimum redudtor^ quo- 
ties fyactiones V ^ V\ V* etc. Jineares sunt Supponamus ^%^ 

V-^ il!f == v;= — /;* + 0^ + 69 + cr + d5 + etc. 

^'^;i!f' = i;';= — ;7/+a/> + 6'5 + cV + cr^ + etc. 

r" — iM' = / = — m +a> + 6''j + cV + cr^ + etc. 
etc., sto^tuamusque 

a^ + aV+ dv + etc. ;=P ' 

6(/H-6V + iV +etc. =Q 
, cv + cV + cV+etc. :;=iZ 

dv + d'v' + ^fv' + ^tc. ^S 
etc. Tunc v aequatipnes art 177, e qtiibus incogmtarttm valores determinare o-^ 
portet, manifesto hae erunt: 

P — o, <2=:o, R^o^ iS'=o etc. 
siquidem obseruationes aeque bonas supponimns, ad quern casum reliquos reducere 
in art praec. docuimus. Adsunt itaque totidem aequationes lineares , quot incogni- 
tas determinandae sunt, vnde harum valores per eliminationem vulgarem elicientur. 
Yideamus nunc, vUiim haec eliminatio semper possibilis sit, 'an vmquam 
solutio indeterminata vel adeo impossibilis euadere possit Ex eliminationis theoria 
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constat, casum secundum vel tertium tunc locum habiturum esse, quando ex ae- 
quationibus P = o, Q = o, i2=:o, S = o etc., omissa vna, aequatio conflari pot- 
est vel identica cum omissa vel eidem repugnans, sine quod eodem redit, quando 
assignare licet functionem linearem aP + ^Q + yR + SS+ etc. , quae fit identice vel 
nro vel saltem ab omnibus incognitis p, q, r, s etc. libera. Supponamus itaque 
fieri aP -^^ PQ^yR-k- SS+ etc. =x. Sponte habetur aequatio identica 

((^ + ^//)v + (v +m) V +(i^'' + m'V + etc. =:pP^qQJ^rR'\'sS'\' etc. 
Quodsi itaque per substitutiones p = axy q = ^Xj rz=yx, 5 = (Jic etc. functiones v, 
i/ J v" etc. resp. in — m + 2x^ — ni+Xx,m" + i"x etc. transire supponimus, ma- 
nifesto aderit aequatio identica 

(U + XX + // + etc.) xx—^Xm-^t X'm + Xm etc. ) x = }c:t 
I e. erit ^;! + // + // + etc. =o, x + )jn+ Xm + Xm + etc. =0! hinc vero ne- 
cessario esse debebit >J = o, /=ro, X z=^o etc. atque x = o. Hinc patet, functio- 
nes omnes ^, F\ F' etc. ita comparatas esse^ vt valores ipsarum non mutentur, 
si quantitates Py q^ r^ 8 etc. capiant incrementa vel decrementa quaecunque nume- 
ris a, /S, y, J etc. proportionalia ; huiusniodi autem casus, in quibus manifesto 
determinatio incognitarum ne tunc quidem possibilis esset, si ipsi veri valores fun- 
ctionum Fy V\ y" etc. darentur, hue non pertinere iam supra monuimus. 

Ceterum ad casum hie consideratum omnes reliquos, vbi functiones /^, F^ 
V*' etc. non sunt lineares, facile reducere possuraus. Scilicet designantibus ;r, x^ 
q y (5 etc. valores approximatos incognitarum /?, q^ r, s etc. (quos facile eliciemus, 
si ex fx aequationibus V'=.My V :=-M\ y:=zM" etc. prime v tantum in vsum 
vocamus), introducemus incognitarum loco stthisp^ q\ r,s etc., statuendo pz=z^'\'p\ 
qzzz^^q^ rz=g+r, s=:(y + s' etc.: manifesto harum nouarum incognitarum valo- 
res itam parui eiiint, vt qiiadrata productaque negligere liceat, quo pacto aequa- 
tiones sponte euadent lineares. Quodsi dein calculo absolute contra exspectationem 
valores incognitarum p\ q\ /, s etc. tanti emergerent, vt parum tutum videatur, 
qua^ata productaque neglexisse, eiusdem operationis repetitio (acceptis loco ipsa- 
rum. /r, ;^, (>, (T etc. valoribus correctis ipsarum/?, ^9 ^y «etc.) remedium prom- 
tum afferet 

181. 

Quoties itaque vnica tantum incognita p adest, ad cuius determinafionem 
valores functioniun ap+n, ap + n^ ap+n" etc. resp. inuenti sunt z=z M, M, M" 
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etc. et quidem per obseruatioues aeque exactas, valor Qxajdme probabilU ipsius p 
erit 

^^ am + am + am^-^r etc. 

oa-f*^^^ +aa + etc. 
scribendo m, w', w* etc. resp. pro M — /?, flV — /»% itf* — ri etc. 

lam Tt gradus praecisionis in hoc valore praesumendae aestimetur^ suppo^ 

nemus^ probabilitatein erroris A in obseruationibus exprimi per— 7^ e"" . Hinc 
probabilitas , quod valorem verum ipsius p esse rrzA-^p^ proportionalis erit function! 

-.^A((flp— m)»+ (a>— m')» + (a> — m")*+ etc.) 

si pro p substituitur A+p. iOxponens huius fimctionis reduci potest ad formam 
'^hh(aa + aa.+a''uri'etc.)(pp-^2pA+JB)^ vbi JS a. p indepeAden3 est: proinfim-- 
ctio ipsa proportionalis erit huic 

—7 hh {aa -^ aa-^' a" a' -^ etc.) p'j/ 

Patet itaque , valori A eundem praecisionis gradum tribuendum esse , ac «i inu^itu6 
esset per obseruationem immediatam , cuius praecisio ad praecisionem obseruationum 
primitiuarum esset vt Ay/(aa + aV-|-aV+etc.^ ad h, sine vt \/(aa+aV+flVetc.) 
ad I. 

Disquisition! de gradu praecisionis incognitamm valoribus tribuendo, quo* 
ties plures adsunt, praemittere oportebit considerationem accuratiorem iunctionis 
vi'+vV+i'V+etc., quam per 7]F denQtabinms. 

I. Statuamus 4 -j — =j:i'= Jl+cfp+^gf + yr + ^5+ etc., atque Pf^^-^ ^ " 

. . / ^ . d^' d/r 3/ do' , . 
:;^fr , patetque fien pzzzP^ et, quum ait -^-jt — =1— = ■ ■■ ^ ~- = o, fimctio- 

nem H^' a p liberam fore. Cojeificiens a==aa+Va +,aV + ^tC' manifesto semper 
erit quantitas positing 

n. Perindc statuemua f •'"""j = / = ^' + ^ jf + Z'* + ^* + e*c-> atque 

irr^ H yrr^ . , d/T p' dp' ^ & J d^^ 

/^ - ^ = ^. entque 5^=4...^^^. — -Q__.^, atqHe-^ = o, 

vnde patet, functionem fV" turn a p turn a q liberam fore. Haec locum non ha- 
berent, si fieri posset ^=:o. Sed patet, W oriri ex vi^ + vV+vV + etc, elimi^ 
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nata quantitate p ex i'r^^ ^' ^*^' adiumento aequationis j?'=:oj hinc /?' crit aum^ 
ma coefficientium ipsius qq in yp^ vV, vV* etc. post illam eliminationem , hi Yero 
singuli coefficientes ipsi sunt quadrata, neque omnes simul euanescere possunt« nisi 
in casu supra excluso, Ybi incognitae indeterminatae manent Patet itaque, ^ ease 
debere quantitatem.positiuam. 

m. Statuendo denuo 4. — ^ = r =Jl''+yV + (y*« + etc., atque W^ — — tt 



znJF J erit rz=zR // — -5?- 5', atque ^' libera turn a j7, turn ay, turn a r, 

Ceterum coefficientem y" necessario positiuum fieri, simili modo probatur, vt in H. 
Facile scilicet perspicitur, y" esse summatn coefficientium ipsius rr in w^ vV, i/V* 
etc.^ postquam quantitates /7 et q adiumento aequationum p'zzzo^ q':=zo ex v^v\i^ 
etc. eliminatae sunt 

dW ds 

IV. Eodem modo statuendo x— ^^ — = /=;;i*+(r5+etc., fF'^=:fF'" y, 

crit 8=:S — —p' — "^Sf' ^^\ ^^^ *P> ?j ''; ^ libera, atque S^ quantitaa 

positiua. 

V. Hoc modo, si praeter Pj q, r, s adbuc aliae incognitas adtunt, yI|0* 
rius jNTogredi licebit, ita Yt tandem habeatur 

Wz=i—p'p + -^ ([q + —r rr + 4r- « «'+ etc. + Const 

vbi omnes coefficientes a, jS', y", J* etc. erunt quantitates positiuae. 

VI. lam probabilitas alicuius systematis Yalorum detenninatorum pro quan- 
titatibus p, ?, r, 5 etc. proportionalis est functioni ^— ^*^; quamobrem, manente 
Yalore quantitatis p mdeterminato , probabilitas systematis valorum determinatorum 
pro reliquis, proportionalis erit integrali^— ^^dp aps-CX) vsque ad /> = + 00 ex- 
tenso , quod per theorema iU. Laplace fit = A"* a Sr* e""^ (y- ?V+ 4r ^'^' + -^ *'*' + e^c. Y 
haecce itaque probabilitas proportionalis erit functioni ^— ^^'. Perinde siinsuperg 
tamquam indeterminata tractatur, probabilitas systematis valorum determinatorum 
pro ryS etc. proportionalis erit integrali /^— ^'^'dg a ^= — oo Ysque ad 5r=+00 

extenso, quod fit =A-y-»^'e-*^(4rrV+^,V+ etc.) j ^iue proportionalis fun- 
ctioni e--^^ . Prorsus simili modo, si etiam r tamquam indeterminata conside- 
ratur, probabilitas valorum determinatorum pro reliquis s etc. proportionalis erit 
fimctioni ^— ^^^ et sic porro. Supponamus^ inoognitarum numerum ad quatuor 

28 
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ascendere, eadem enim conclusio valebit, si maior vel minor est Valor maxime 

probabilis ipsius s hie erit = — --Tsr, probabilitasque , hunc a vero differentia <r 

distare^ proportionalis erit functioni ^"^ d" , vnde concludimus , mensuram prae- 
cisionis relatiuae isti determinationi tribuendae exprimi per V'J^^ si mensura prae- 
cisionis obseruationibus primitiuis tribuendae statuatur =i. 

i83. 

Per methodum art. praec. mensura praecisionis pro ea sola incognita cora^ 
mode exprimitur^ cui in eliminationis negotio vltimus locus assignatus est, quod 
incommodum vt euitemus, coeflScientem S'^ alio modo exprimere conucniet Ex 
aequationibus 

p=p' 



7 



sequitur, ipsas p\ q\ r, s per P, Q, 72, 5 ita exprinu possf 

p=P 

q=:Q + liP 

r'=i2 + g3'Q + 2('P 

s^zz^S + d^R+^'Q + XP 
ita vt 2(, ICy S5', %% 33", £" sint quantitates determinatae. Erit itaque (incognita- 
nun numerum ad quatuor restringendo) 

S = -Tsr- + j^ P + ' yn Q ^''^^'^ 72 +--p-5 

Hinc conclusionem sequentem deducimus. Valores maxime probabiles incognitarum 
Pj 9> ^> * etc* per eliminationem ex aequationibus P:=:o, Qrro, i?=ro, iS=o etc. 
deducendi, manifesto, si aliquantisper P^ Q^ R^ S etc. tamquam indeterminatae 
spectontur, secundiun eandem eliminationis operationem in forma lineari per P, 
Q, R, S etc. exprimentur, ita vt habeatur 
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p^L + j4P + JBQ + CR + DS + etc. 

qzzzL' + yrP+ BQ + CR^t 1>'S+ etc. 

r = L''+ J:P+ Jff'Q+ CR+ ^8+ etc. 

s=:L"+ j^P+ £^Q+ CR+ irs+ etc. 
etc. 

Ilis ita factis, ralores maxime probabiles ipsarum p, qj r^ s Qtc. manifesto erunt 

resp. Ly L/y Z/", 1/ etc., mensuraque praecisionis his delerminationibus tribuendae 

resp. exprimetur per v'-^, V^y V^\ ^D'" etc., posita praecisione obseruationum 

primitiuarum =i. Quae enim de determinatione incognitae « ante demonstrauimus 

(pro qiia --k«- respondet ipsi Z?*^), per solam incognitanun permutationem ad onmes 
reliquas transferre licebit. 

i84- 

Vt disqiiisitiones praecedentes per exemplum illustrentur , «npponamus, per 
•bseruationes , in quibus praecisio aequalis praesumenda ait, inuentum esse 

p — g + 2r = 3 

5p + ^q — 5r= 5 

4p+ 5r+4r = 2i 
per quartam vero, cui praecisio dimidia tantum tribuenda est, prodiisse 

— 2/7 + 6gr + 6r = 28 
Loco aequationis vltimae itaque banc substituemus * 

— p+5(jr + 5r=i4 
hancque ex obseruatione prioribus praecisione aequali protienisse supponemus^ 
Hinc fit 

P =3 QJP+ 6q —88 

Q z= 6p+ iS^r + r — 70 

-R = ^ + 54r — 107 

atque hinc per eliminationem 

19899 j7 = 49154 + 809P — 524Q + 6R 
737 (jf = 2617 — 12 P+ 5^Q — R 

39798 r == 76242 + 12 P — 54 Q + 1473 je 
Incognitarum itaque yalores maxime probabiles erunt 

p = 2,470 

q = 3,55i 

r = 1,916 
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atque praecftio relatiua his determinatiombiig tribaenda, posita praecisione obscrua^ 

tionum primitiuarum =19 

.19899 , a 
pro/7.....V g^g =4,96 

pro q V--54~ =^.69 

. 13266 
pro r V 4^^ =5;2o 

i85. 

Argumentum bactenus pertractatum pluribus disqiiisitionibus analyticis elegan- 
tibus occasionem dare posset, quibus tamen hie non immoraniur, ne nimis ab in- 
stituto nostro distrahamur. Eadem ratione expositionem artificiorum , per quae cal-* 
cuius numericus ad algorithmum magis expeditum reduci potest , ad aliam o(*casio- 
nem nobis reseruare debemus. Vnicam obseruationem hie adiicere Kceat. Quoties 
multitudo functionum seu aequationum propositarum considferabilis est, calculus ideo 
potissimum paullo moleslior euadit, quod coeflScientes per quos aeqqationes primiti- 
vae multiplicandae sunt Yt P, Q, H^ S etc. obtineantur, plerumque fractiones de- 
rimales parum commodas inuoluunt. Si in hoc casu operae pretium non videtur, 
has multiplicationes adiumento tabularum logarithmicarum quam accuratissime per- 
ficere , in plerisque casib^g suflBciet , horum multiplicatorum loco alios ad calculum 
commodiores adhibere, qui ab illis parum differant Haecce licentia errores sensi- 
biles producere nequit^ eo tantummodo casu except© , vbi mensura praecisionis in 
determinatione incognitarum multo minor euadit, quam praecisio obseruationum 
primitiuarum fuerat 

186. 

Ceterum principium, quod quadrata diflerentianun inter quimtitates obser- 
Tatas et computatas summam quam minimam producere debeant, etiam indepen*> 
denter a calculo probabilitatis sequenti modo considerari potent 

Quoties multitudo incognitarum multitudini quantitatum obseruatarum inde 
pendentium aequalis est, illas ita determinai'e licet, vt his exact^ satisfiat Quo- 
ties autem multitudo ilia hac minor est, consensus absolute exactus obtineri nequit, 
quatenus obseruationes praecisione absoluta non gaudent. In hoc itaque casu. ope- 
ram dare oportet, vt consensus quam optimus stabiliatur, sine vt differentiae quan- 
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turn fieri potest extenuentur. Haec vero notio natura sna aliquid vagi inuoluit. 
Etiamsi enim systema valarum pro incognitis^ quod omnes difierentias resp. mino- 
res reddit quam aliud, procul dubio huic praeferendum sit, nihilomiaas optio inter 
duo systemata, quorum alterum in aliis obseruationibus consensum meliorem offert, 
alterum in aliis, arbitrio nostro quodammodo relinquitur^ manifestoque innumera 
prindpia diuersa proponi possunt, per quae conditio prior impletiu*. Designando 
difierentias inter obseruationes et calculum per A , A', A" etc. , conditioni priori non 
modo satisfiet, si AA + A'A'+ A*A''+ etc. fit minimum (quod est principium no- 
strum), sed etiam si A"^ -{^ A'^ -¥ A'^ + etc., vel A* + A'^ + A"^ + etc. , rel genera- 
liter summa potestatum exponentis cuiuscunque paris in minimum abit. Sed ex 
omnibus his prindpiis nostrum simplicissimum est^ Sum in reliquis ad calculos compli- 
catissimos deferremur. Ceterum principium nostrum, quo iam inde ab anno 1795 
vsi sumus, nuper etiam a clar. Legendre in opere Nouvelles methodes pour lade^ 
termination des orbit es des comet es^ Paris 1806 prolatum est, vbi plures aliae 
proprietates huius principii expositae sunt, quas hie breuitatis caussa supprimimus. 

Si potestatem exponentis paris infinite magni adoptaremns, ad systema id 
reduceremur, in quo differentiae maximae fiunt quam minimae. 

111. Laplace ad solutlonem aequationum linearium, quarum multitudo maior 
est quam multitudo quantitatum incognitaruip , principio alio ytitur, quod olim iam 
a clar. Boscovich propositum. erat , scilicet Tt differentiae ipsae sed omnes positiae 
.sumtae summam mininiam confidant. Facile ostendi potest, systema yalorum in- 
rognitarum, quod ex hoc solo principio erutum sit, necessario *) tot aequationi- 
bus e propositarum numero exacte satisfacere debere, quot sint incognitae, ita vt 
reliquae aequationes eatenus tantum in considerationem veniant, quatenus ad optio^ 
nem decidendam conferunt: si itaque e. g. aeqnatio V'z=.M est ex earum numero, 
quibus non satiafit,. systema valomm secundum illud prindpium inuentorum nihil 
mutaretur^ etiamsi loco ipsius M valor qnicunque alius "S obsematns esset, si moda 
designando per n valorem^ computafum, differentiae M^—n, et N — n eodem signo 
affectae sint. Ceterum ill. Laplace principium istud per adiectionem conditionis no- 
vae quodammodo temperat: postulat scilicet, vt summa differentiarum ipsa, signis 
non mutatis , fiat = o. Hinc eflidtur , vt multitudo aequationum exacte reprae- 
sentatarum vnitate minor fiat quam multitude quantitafnm incognitarum , verumtamen 
quod ante obseruauimus etiamnum locum habebit, siquiden^ duae saltem incognitae 
affuerint. 



*) Casibua «pccialibu« exccptis, vbi folutio quodammodo indeterminata maiiet. 
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187. 
Reuertimur ab Iiis disquisitionibus gcneralibus ad propositum nostrum pro-* 
prium, cuius caussa illae susceptae fuerant. Antequam determinationem quam ex- 
actissimam orbitae ex obseruationibus pluiibus, quam quot necessario requirmitur, 
aggredi liccat, determinatio approximata iam adesse debet, quae ab omnibus ob- 
seruationibus datis baud multum discrepet Correctiones his dementis approximatis 
adbuc applicandae, vt consensus quam accuratissimus efficiatuTj tamquam proble- 
matis quaesita considerabuntur. Quas quum tam exiguas euasuras esse supponi pos- 
sit, vt quadrata productaque negligere Uceat, variationes, quas corporis coelestis 
loca geocentrica computata inde nanciscuntur , per formulas differentiales in Sect 
secunda Libri primi traditas computari ppterunt, Loca igitur secundum elementa 
correcta quae quaerimus computata 9 exbibebuntur per functiones lineares correctio- 
num eleipentorumj illorumque comparatio cum locis obseruatis secundum principia 
supra exposita ad determinationem valorum maxime probabilium perducet Hae 
operationes tanta simplicitate gaudent, yt vlteriori iUustratione opus non habeant, 
sponteque patet; obseruationes quotcunque et quantumuis ab inuicem remotas in 
ysum Yocari posses -*— Eadem methodo etiam ad correctionem orbitarum parcibolir- 
earum cometarum vti licet, si fortie Qb3eruationun^ series lon^or adest^ consensus- 
que quaiji optimus po^tulatur, 

188, 
Methodus praecedens iis potissimum casibus adaptata est, vbi praecisio sum- 
via desideratur: saepissime autem occurrunt casus, vbi sine haesitatione paullulum 
ab ilia remitti potest, si boo modo calculi prolixitatem considerabiliter contraher© 
licet, praesertim quando obseruationes magnum temporis interuallum nondum in- 
cludunt ; adeoque de orbitae determiaatione vt sic dlcam definitiua nondum cogita-* 
tur* la talibus casibus methodus sequens lucrx) notabili in vsum vocari poterit 

Eligantur e tota obseruationum copia duo loca completa L et L\ compu-* 
tenturque pro temporibus respondentibus ex dementis approximatis corporis code- 
stis distantiae a terra. Fprmentur dein respectu harum distantiarum tres hypothe- 
ses, retentis in prima valoribus computatis, mutataque in hypothesi secunda di- 
atantia prima, secundaque in hypothesi tertiaj vtraque mutatio pro ratione incerti- 
tudinis, quae in illis distantiis remanere praesumitur, ad lubitum accipi poterit 
Secundum has tres hypotheses, quas in schemate sequente exliibemus^ ' 
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82? 





Hyp. I 


Hyp. II 


Hyp. m 


Distantia *} loco primo respondens 
Distantia loco secundo respondens 


D 


2) + ^ 

jy 


D 

iy^-8' 



computentur e duobus locis L, V per methodos in Libro primo explicatas tria 
elementorum systemata, ac dein ex his singulis loca geocentrica corporis coelestis 
temporibus omnium reliquanim obseruationum respondentia. Sint haec (singulis 
longitudinibus et latiludinibus, vel ascensionibus rectis et declinationibus seorsim de- 
notatis ) 

in systemate primo M^ M\ JW" etc. 

in systemate secundo i?/+«, M' -{- ci\ M'''{'a etc. 

in systemate tertio M+p, iW' + ^, M" + fH' etc. 

Sint porro resp. 

loca obseruata ; iV, N\ JV* etc. 

lam quatenus mutationibus paruis distantiarum Z), D' respondent mutatio-^ 
nes proportionales singulorum elementorum, nee non locorum geocentricorum ex 
his computatorum ; supponere licebit, loca geocentrica e quarto elementorum sy- 
stemate computata, quod distantiis a terra /? + a:cJ, D^+yS' superstructum sit, resp. 
fore M+ax + fify ^' + ccx + ^y, M^ + ax + ^y etc. Hinc dein, secundum dis- 
quisitiones praecedentes , quantitates x, y ita determinabuntur, yt illae quantitate* 
cum N^ N\ N" etc. resp. quam optime consentiant (ratione praecisionis relatiuae 
obseruationum habita). Systema elementorum correctum ipsum vel perinde ex Z/, 
Z/' et distantiis D + xSy D' + xS\ vel secundum regulas notas e tribus elemento- 
rum systematibus primis per simplicem interpolationem deriuari poterit. 

189. 

Methodus haecce a praecedente in eo tantum diflert, quod duobus locis 
geocentrici^ exacte, ac dein reliquis quam exactissime satisfit, dum secundum me- 
thodum alteram obseruatio nulla reliquis praefertur, sed errores quantum fieri pot- 
est inter omnes distribuuntur. Methodus art. praec. itaque priori eatenus tantum 
postponenda erit, quatenus locis Z/, L/ aliquam errorum partem recipientibus er- 
rores in locis reliquis notabiliter diminuere licet: attamen plerumque per idoneam 

*) Adhuc commodius erit^ loco distantiaram ipsamm logarithmic distantiarum cortatartun vti% 
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electionem obseruationtim Zi, JJ facile caueri potest ^ ne haec differentia magni 
momenti euadere possit Operam scilicet dare oportebit, vt pro Z/, IJ tales ob- 
seruationes adoptentnr, quae non solum exquisita praecisione gaudeant, sed ita 
quoque comparatae sint, vt elementa ex ipsis distantiisque deriuata a variationibne 
paruis ipsanun positionum geocentricarum non nimis afficiantur. Parum pnidenter 
itaque ageres, si obseruationes paruo temporis interuallo ab inuicem distantes eli<* 
geresy talesue, quibus loci heliocentrici proximo oppositi rel coincidentes respon-^ 
derent 
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SECTIO QVARTA 

De determinations orbitarum, habiia ratione perturbationum. 

190. 

Perturbatioiles, quas planetarum motus per actionem planetarum reliquo- 
rum patiuntur, tarn cxiguae lentaeque sunt, vt post longius demum temporis in- 
teruallum sensibiles fiant: intra tenipus breuius — vol adeo, prout circumstantiae 
sunt, per reuolutionem integram ynam pluresue — motus tarn parum differet 
a motu in ellipsi perfecta secundum leges Kepleri exacte descripta, vt obseruatio- 
nes deuiationem indicare non yaleant Quamdiu res ita se habet, operae baud 
pretiun^ ^set, calculum praematiuiun perturbationum suscipere, sed potius suiE- 
ciet, sectionem conicam quasi osculatricem obseruationibus adaptare: dein yero, 
postquam planeta per tempus longius accurate obseruatus est^ efiectus perturbatio- 
num tandem ita se manifestabit , vt non amplius possibile sit, omnes obseruationes 
per motum pure ellipticum exacte conciliare ; tunc itaque harmonia completa et 
stabilis parari non potent, nisi perturbationes cum motu elliptico rite iungantur. 

Quum determinatio elementorum ellipticorum , cum quibus perturbationes 
iungendae sunt, vt obseruationes exacte repraesententur , illarum cognitionem sup- 
ponat, vicissim vero theoria perturbationum accurate st abiliri nequeat, nisi ele- 
menta iam proximo cognita sint: natura rei non permiltit, arduum hoc negotium 
primo statim conatu perfectissime absoluere, sed potius perturbationes et elementa 
per correctiones altemis demum vicibus pluries repetitas ad summuni praecisionis 
fastigium euehi potenmt Prima itaque perturbationum theoria superstruetur ele^ 
mentis pure ellipticis, quae obseruationibus proximo adaptata fuerant: dein orbita 
noua inuestigabitur, quae cum his perturbationibus iuncta obseruationibus quam 
proximo satisfaciat. Quae si a priori considerabiliter discrepat, iterata perturbatio- 
num euolutio ipsi superstruenda crit, quae GOi#ectiones altemis vicibus toties repe- 
tentur, donee obserufitioues , elementa et perturbationes quam arctissime consentiant. 

191. 

Quum euolutio theoriae perturbationum ex dementis datis ab institute no- 
stro aliena sit, hie tantummodo ostendendum erit, quomodo orbita approximata 
ita corrigi possit, vt cum perturbationibus datis iuncta obseruationibus satisfaciat 
quam proxime. Simplicissime hoc negotium absoluitur per methodum iis quas in 

29 
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artt. 124, i65, 188 exposuiinus analogam. Pro temporibus omnium obseruationum 
quibns ad hunc finem vti propositum est, el quae prout res fert esse poterunt vel 
tres, vel quatuor vel plures, computabuntur ex aequationibus perturbationum ha- 
mm valores numerici, turn pro longitudinibus in orbita, turn pro radiis vectoribus, 
turn pro latitudinibtis helioceutricis: ad hunc calculum argumenta desumentur ex 
elementis ellipticis approximatis , quibus perturbationum theoria superstructa erat. 
Dein ex omnibus obseruationibus eligentur duae , pro quibus distantiae a terra ex 
iisdem elementis approximatis computabuntur: hae hypothesin primam constituent; 
hypothesis secunda et tertia formabuntur, distantiis iUis paullulum mutatis. In sin- 
gulis dein hypothesibus e duobus locis geocentricis determinabuntur positiones he- 
liocentricae distantiaeque a Sole; ex illis^ postquam latitudines a perturbationibus 
purgatae fuerint, deducentur Idngitudo nodi ascendenftis , inclinatio orbitae, Ion- 
gitudinesque in orbita. In hoc calculo methodu3 art: 110 aliqua modificatione opps 
habet, siquidem ad variationem secularem longitudinis nodi et inclinatibnis respi* 
cere operae pretium videtur. Scilicet designantibus j9, ^ latitudines heliocentricas 
a perturbationibus periodicis purgataS; Jl, X longitudines heliocentricas; £1, J2 + A 
longitudines nodi ascendentis; i, i + S inclinationes orbitae; aequationes in liac 
forma exhibere conueniet : 

tang^ = tang i sin (^ — SI) 

tang"J.f(?) tang/g^ = tangi8iaa'— A— fl) 

tang i 
Hie valor ipsius -r- — ^. , ^^ ■ onmi praecisione necessaria obtinetur, substituendo 

pro i valorem approximatum : dein 1 et SI per methodos vulgares erui poterunt. 

A duabus porro longitudinibus in orbita, nee non a duobus radiis vectori- 
bus aggregata pertiurbationum subtrahentur, vt valores pure elliptici prodeant. Hie 
vero etiam effectus, quern variationts seculares positionis perihelii et excentricitatis in 
longitudinem in orbita radiumque vectorem exserunt, et qui per formulas difieren- 
tiales Sect I Ubri primi determinandus est , statim cum perturbationibus periodicis 
iungendus est, siquidem obseruationes satis ab inuicem distant, vt iliius rationem 
habere operae pretium videatur. Ex his longitudinibus in orbita radiisque vectori- 
bus correctis , vna cum temporibus respondentibus , elementa reliqua determinabun- 
tur: tandemque ex his elementis positiones geocentricae pro omnibus reliquis ob* 
^ seruationibus calculabuntur. Quibus cum obseruatis comparatis, eodem modo quern 
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in art 188 explicauimus systcma id distantiarum e^icietur, ex quo elementa omni- 
bus reliquis obseruationibus quam optime aatisfacientia demanabunt. 

192. 

Methodus in art. praec. exposita praecipue determinationi primae orbitae 
perturbationes implicantis accomraodata est: quamprimum vero turn elementa me- 
dia elliptica turn aequationes perturbationum proximo iam sunt cognitae, deter- 
minatio exactissima adinmento obseruationum quam plurimarum commodissime per 
methodum art. 187, absoluetur, quae Iiic explicatione peculiari opus non habebit* 
Quodsi hie obseruationum praestantissimarum copia satis magna est, magnumque 
temporis interuallum complectitur, haec methodus in pluribus casibus simul deter- 
minationi exactiori massarum planetarum perturbanfium , saltern maiorum , inseruire 
poterit. Scilicet, si massa cuiusdam planetae perturbantis in calculo perturbation 
num supposita nondum satis certa videtur, introducetur^ praeter sex incognitas 
a correctionibus elementorum pendentes, adhuc alia /<, statuendo rationem massae 
correctae ad massam suppositam vt i+fjt ad ij supponere tunc licebit, perturba- 
tiones ipsas in eadem ratione mutari, ynde manifesto in singulis positionibus caj- 
culatis terminus nouus linearis ipsam /t continens producetur, cuius euolutio nulli 
dilHcultati obnoxia erit Comparatio positionum calculatarum cum obseruatis secun- 
dum principia supra exposita, simul cum correctionibus elementorum etiam corre- 
ctionem yet suppeditabit. Quinadeo hoc modo massae plurium planetarum exactius 
determinari poterunt, qui quidem perturbationes satis considerabiles exercent. Nul- 
lum dubium esi^ quin motus planetarum nouorum, praesertim Palladis et lunonis, 
qui tantas a Ioue| perturbationes patiuntur, post aliquot decennia hoc modo deter- 
liiinationem exactissimam massae louis allaturi sint: quinadeo forsan ipsam massam 
ynius alteriusue horum planetarum nouorum ex perturbationibufir, quas in reliquos 
exercet, aliquando cognoscere licebit 
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